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Glava 1

Metricki prostori

Granicni proces jedan je od najvaznijih pojmova matematicke anal-
ize. Fakat na kome pociva ovaj pojam jeste da smo u mogucnosti
mjeriti rastojanje izmedju proizvoljne dvije tacke realne prave. Sta
viSe, veliki broj pojmova analize nije vezan za algebarska svojstva
skupa nego upravo za koncept udaljenosti. Ovo nas navodi na
izucavanje skupova u kojima je moguce mjeriti rastojanje izmedju
tacaka, tj. vodi nas ka konceptu "metrickog prostora”, fundamen-
talnog pojma moderne matematike.

1.1 Metrika i metricki prostor

Definicija 1.1.1. Neka je X proizvoljan neprazan skup. Za funkciju
d: X x X — R kazemo da je metrika ili metricka funkcija na X, ako
zadovoljava sljedecéa cetiri uslova, za proizvoljne x,y i z iz X :

d(z,y

d(y,z),
d(x, 2) +d(z,y).

(z,y) >
M2. d(z,y) = 0 ako i samo ako x =y,
d(z,y)

) <

M4. d(z,y

Tada kazemo da je skup X snabdjeven metrikom d i nazivamo ga
metricki prostor. Elemente skupa X nazivamo tackama, a realan
broj d(z,y) nazivamo rastojanjem izmedju tacaka x iy.

Dakle, metricki prostor je uredjeni par (X, d), koga ¢ine skup X i
na njemu uvedena metrika d. Kratkoce radi, umjesto oznake (X, d),



1.1. Metrika i metricki prostor

mi ¢cemo za metricki prostor skoro uvijek koristiti jednostavno oz-
naku X, kad god je jasno o kojoj je metrici rijec.

Uslovi M1.-M4. nazivaju se aksiomi metrike, a pojedinacno to
su pozitivna definitnost (M1.), strogost (M2.), simetricnost (M3.) i
nejednakost trougla (M4.).

Ukoliko uslov M2. zamijenimo slabijim uslovom

r=yondad(z,y) =0,

za d kazemo da je pseudometrika. Ukoliko se iz aksioma ispusti
uslov M3., za d kazemo da je kvazimetrika. Na kraju, ako uslov M4.
zamjenimo sa uslovom

d(z,y) < max{d(z, 2),d(z,y)} ,
d nazivamo ultrametrikom.

Lema 1.1.1. U svakom metrickom prostoru (X, d) vrijedi pravilo mno-
gougla, tj. za proizvoljne x1, xs, ...,x, € X (n > 3), vrijedi

d(xy, ) < d(xq,29) + d(w2,23) + -+ d(Tp_1,T5) -

Dokaz : Dokaz se izvodi matematickom indukcijom pon € N. &

€3

X2

Tn

T
Slika 1.1: Pravilo mnogougla

Lema 1.1.2. Za proizvoljne tri tacke z, y, z, metrickog prostora (X, d),
vrijedi nejednakost

|d(z,y) = d(z,2)] < d(y,2) .

Lema 1.1.3. Za proizvoljne cetiri tacke x,y, z i t, metrickog prostora
(X, d), vrijedi nejednalcost

|d(z, 2) — d(y, 1) < d(z,y) +d(2,1) .
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1.1. Metrika i metricki prostor

Prije nego Sto navedemo neke znacajnije primjere metrickih pros-
tora, navedimo dvije vazne nejednakosti. Prvo pokazimo sljedece
pomocno tvrdjenje.

Lema 1.1.4. Neka sua,b > 0 i neka je za p > 1, broj q odredjen tako
da vrijedi . + . = 1. Tada vrijedi

p q

ab < @ + b— .
D q
Dokaz : Neka je 0 < m < 1. Posmatrajmo funkcije oblika f(z) =

z™, definisane za * > 0. Kako je f’(z) = m(m — 1)z™ 2 < 0, to
je za proizvoljno 0 < m < 1, funkcija f(z) konveksna na dole, §to
geometrijski znaci da se ona nalazi ispod svoje tangente.

e

rz=1

Tangenta na posmatranu krivu u tacki z = 1jey =m(x — 1) + 1, pa
na osnovu recenog vrijedi

2" <m(x—-1)+1.

Stavimo li u gornju nejednakost da je z = % i m = %’ nakon kraceg
racuna dobijamo trazenu nejednakost. &

Teorem 1.1.5 (Nejednakost Holdera). Neka sua; ib; (i = 1,2,...,n)
proizvoljni realni ili kompleksni brojevi i neka je za realan brojp > 1,
broj ¢ definisan sa ;. + ; = 1. Tada za svako n € N vrijedi

> laibil < <Z\az’|p> (qu) :
1=1 i=1 1=1

Dokaz : Ozna¢imosaa, = —%— i, = —% (i =1,2,...,n).
(Z?:1 \aj|P) P (Z?:1 ‘bj‘q) 4

Sl =S =1 @
=1 =1

3
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1.1. Metrika i metricki prostor

Za svako i € {1,2,...,n}, za brojeve |a}| i |b;| vrijedi Lema 1.1.4, tj.

’|p /1q
ail” ol (1.2)
q

|azbi| <

gdje p i ¢ zadovoljavaju uslove teoreme. Sumiranjem po ¢ = 1,2,....n
lijeve i desne strane u (1.2), dobijamo

IR D e Lk
Z|aibz’|§ + :

i=1 p q

Sada na osnovu (1.1) slijedi

> labil <1 (1.3)
i=1
S druge strane je
> lalt] = Zolobl (1.4
i=1

(3 lasl) " (2 lesle)*
Iz (1.3) i (1.4) imamo trazenu nejednakost. &

Pozitivni realni brojevi p i ¢ koji zadovoljavaju uslov % + % =1,
nazivaju se konjugovani brojevi, a specijalno ako je p = ¢ = 2, gornja
nejednakost se naziva Cauchy-Schwarzova nejednakost.

Teorem 1.1.6 (Nejednakost Minkowskog). Neka su a; i b; (i =
1,2, ...,n) proizvoljni realni ili kompleksni brojevi i nekaje p > 1. Tada
za svako n € N vrijedi

(Z\ai +bi|p>p < (Z\a#)p + (Z mvy)p .
=1 =1 =1
Dokaz :

Z|ai+bi|p = Z|Cli+bi||&i+bi|p_l
i=1

i=1

> ailla; + 0P+ [billas + b
i=1 =1

IN



1.1. Metrika i metricki prostor

Primjenjujuci Hélderovu nejednakost na obje gornje sume na desnoj
strani nejednakosti, dobijamo nejdnakost

1 1 1
D lai+ bl < (Da#) +<ZW> (Daﬁw-”q) .
1=1 1=1 i=1 i=1

Dijelec¢i ovu nejednakost sa izrazom u drugoj zagradi desne strane
i koristeci ¢injenicu da je (p —1)g = pi1—; = , dobijamo trazenu
nejednakost.

L3

Obje ove nejednakosti imaju i svoj integralni oblik. Naime, vri-
jedi

1
q

[ ([ ors) ([ra)
odnosno
([ <) foors).

Navedimo sada neke znacajnije metricke prostore.

Primjer 1.1. Neka je X proizvoljan skup i neka je za x,y € X zadato

0 ; z=y,

Funkcija d jeste metrika i (X, d) nazivamo diskretni metricki pros-
tor.

Primjer 1.2. Skup realnih brojeva R sa rastojanjem

d(ﬂf,y) = ‘J}'—y| )

predstavlja dobro nam poznati Euklidov prostor realne prave. <

Primjer 1.3. Sa R" oznacavamo skup svih uredjenih n-torki realnih
brojeva = = (z1, zs, ..., x,). Metriku moZemo uvesti sa

i=1



1.1. Metrika i metricki prostor

2. dy(w,y) = (Z(x - yﬂ”) N

i=1

3. doo(x,y) = max |z; —

1<i<n

Ovim primjerom opravdavamo cinjenicu da je nekada neophodno
koristiti definiciju metrickog prostora kao uredjenog para, jer kao
Sto vidimo, na istom skupu se mogu zadati razlicite metrike. <

Primjer 1.4. Sa Cfa,b] oznacavamo skup svih neprekidnih realnih
funkcija na segmentu [q, b]. Ako uvedemo funkciju

d(f,g) = sup |f(t) —g(t)|,

a<t<b

za proizvoljne f,g € C[a,b], dobijamo metri¢ki prostor neprekidnih
funkcija, koga krace uobicajeno piSemo samo sa C|a, b].

i

%

Primjer 1.5. Na skupu C|a, b] metriku mozemo uvesti i sa

a(f. g) = ( / 1 - g<t>|2ozt)é |

i tada imamo prostor neprekidnih funkcija sa tzv. kvadratnom
metrikom. <

Primjer 1.6. Skup svih konvergentnih nizova oznacavamo sa c i ako
uvedemo
d(!)ﬁ',y) = Sup |xn - yn| )

neN
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1.1. Metrika i metricki prostor

gdje su = = (,)nen 1 ¥ = (Yn)nen proizvoljni nizovi iz ¢, on postaje
metricki prostor. {

Primjer 1.7. Skup svih nula nizova oznacavamo sa ¢, i na njemu
mozemo zadati metriku sa

d(l’,y) = Sup |xn - yn| .
neN

O

Primjer 1.8. Za proizvoljno 1 < p < 400, sa [, oznacavamo skup
svih nizova sumabilnih sa stepenom p, tj. beskonacnih nizova » =
(75 )nen, za koje vazi ) |z,|P < co. Standardna metrika na datom
skupu zadata je sa

d(z,y) = (Z |xn—yn|p>p .

neN

¢

Primjer 1.9. Sa [, oznacavamo skup svih ogranicenih nizova. Metrika
je data sa

d(l’,y) = Sup |xn - yn| .
neN

%

Primjer 1.10. Skup Lebesgue integrabilnih funkcija sa p-tim ste-
penom (1 < p < +o0) nad oblasti 2, ozna¢avamo sa L,(f2) i metrika

je data sa )
i) = [ 1ot - toar)”

Primjer 1.11. Neka je na skupu R? zadata funkcija

%

T = ($17932)7y = (y1>y2) e R’ ) d(x,y) = |931 —y1| .

Nije tesko provjeriti da funkcija d zadovoljava uslove M1, M3 i M4,
ali ne i uslov M2. Naime, sve tacke iz R? sa istim prvim koordi-
natama imaju "udaljenost” nula i pri tome nemoraju obavezno biti
iste. Dakle d nije metrika ali je zadovoljen uslov: z =y = d(z,y) = 0,
pa je (R? d) primjer pseudometrickog prostora. <



1.1. Metrika i metricki prostor

Sa pojmom metricke funkcije sada smo u moguc¢nosti mjeriti i
druga rastojanja.

Definicija 1.1.2. Neka je x tacka metrickog prostora (X, d) i neka je
A C X. Udaljenost tacke x od skupa A predstavlja

d(z,A) = inf{d(z,y)| y € A} .

Gornja definicija je korektna jer ako je A neprazan skup, onda
je i skup {d(z,y)| y € A} neprazan i oc¢igledno zbog osobine M1,
ogranicen odozdo, pa infimum postoji. Jasno je da ako = € A onda
je d(z, A) = 0. Medjutim, ako je d(z, A) = 0 ne mora biti x € A, Sto
pokazuje primjer z =01 A = (0,1).

Lema 1.1.7. Za proizvoljan neprazan podskup A i proizvoljne tacke
x 1y metri¢kog prostora (X, d) vrijedi

|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y) .

Dokaz : Neka je ¢ > 0 proizvoljan realan broj. Oznacimo sa a =
d(x,A)isab=d(y,A). Na osnovu definicije infimuma skupa, postoji
t € A, takav da je d(y,t) < b+ . Sada na osnovu Leme 1.1.3, za
svako s € A imamo

d(z,s) —b<d(z,s) —d(y,t) +e <d(x,y)+d(s,t) +¢. (1.5)
Oznacimo sa
M ={d(x,s) b s€ A} , N={d(z,y)+d(s,t)+¢e|seA}.

Jasno je, na osnovu (1.5), da vrijedi inf M < inf N. Ako u 1.5
stavimo s = ¢, vidimo da je broj d(z,y) + ¢ u skupu N, pa onda
vrijedi i inf M < d(z,y) +¢. Kako ovo vrijedi za proizvoljno ¢ > 0 to
onda vrijedi i

a—>b<dx,y) .

Kako gornje razmatranje mozemo u potpunosti iskoristiti zamjen-
jujuci mjesta tackama z i y, to vrijedi i

b—aéd(ﬂf,y),

¢ime je iskazana tvrdnja dokazana. &



1.1. Metrika i metricki prostor

Definicija 1.1.3. Neka su A i B neprazni podskupovi metri¢kog
prostora (X, d). Rastojanje izmedju skupova A i B definiSemo sa

d(A, B) = inf{d(z,y)|z € A, y € B} .

Korektnost i ove definicije objaSnjavamo na isti nacin kao malo-
prije. Ako se skupovi sijeku, jasno je da vrijedi d(A, B) = 0. Medju-
tim, ako je d(A, B) = 0 to ne znaci da je presjek skupova neprazan.
Npr. akoje A= (0,1),a B=(1,2), tadaje d(A,B)=0i ANB = 2.

Neka je sada (X, d) proizvoljan metricki prostor i neka je Y C X.
Kako d : X x X — R, moZemo posmatrati njenu restrikciju d|y«y,
koja tada predstavlja metriku na skupu Y, a time smo dobili novi
metricki prostor (Y,d|y«y), ili jednostavno (Y,d), koga nazivamo
metricki potprostor metrickog prostora (X, d).

Definicija 1.1.4. Za skup A, podskup metrickog prostora (X,d),
kazemo da je ogranicen ili omedjen ako je skup rastojanja medju
tackama tog skupa ogranicen skup, tj.

(3C > 0)(Vx,y € A) 0 < d(z,y) < C.

Primjer 1.12. Jedini¢ni krug {(z,y) € R?*z? + y* < 1} je ogranicen
skup u (R?,dy). &

Definicija 1.1.5. Neka je A podskup metrickog prostora (X, d). Neneg-
ativan broj
diamA = sup{d(z,y)| =,y € A},

nazivamo dijametrom skupa A.

Jasno je da ako vrijedi diamA = oo, da je skup neogranicen, tj.
vrijedi

Lema 1.1.8. Skup je ogranic¢en ako i samo ako mu je dijametar
lconacan.

Teorem 1.1.9. Za proizvoljna dva podskupa A i B metrickog pros-
tora (X, d) vrijedi

diam(A U B) < diamA + diamB + d(A, B) .
Kao direktnu posljedicu gornjeg tvrdjenja imamo

Posljedica 1.1.10. Unija konacno mnogo ogranicenih skupova je
ogranicen skup.



1.1. Metrika i metricki prostor

Definicija 1.1.6. Neka je (X, d) metricki prostor. Za proizvoljnoa € X
i za proizvoljno r > 0 skup

B(a,r) ={zx € X| d(a,z) <r}

nazivamo otvorena kugla u X sa centrom u tacki a, poluprecnika r.
Skup
K(z,r)={z € X|d(a,x) <r}

nazivamo zatvorena kugla centra a i poluprecnika r, a skup
S(z,r)={x € X|d(a,z) =71}
nazivamo sfera centra u a, polupre¢nikar.

Lema 1.1.11. Otvorena kugla u metrickom prostoru ima sljedece
osobine:

1. z € B(z,r).
2. B(z,m) N B(z,r2) = B(x,min{ry,ma}).
3. ye€ B(x,r) = B(y,r—d(z,y)) C B(x,r).

Definicija 1.1.7. Za skup G podskup metri¢kog prostora (X, d), kazemo
da je otvoren ako vrijedi

(Vz € G)(3 > 0) B(z,e) C G .

Definicija 1.1.8. Skup je zatvoren ako je njegov komplement otvoren
skup.

Teorem 1.1.12. Neka je (X,d) metricki prostor. Kolekcija T svih
otvorenih podskupova od X ima sljedeée osobine.

1. 9, X eT.

2.U0,VeTondaUNV eT.

3. Viel)O; €T = U0, €T.

4. Ve,ye X, 2 #y) AU,V eT) e e UNyeVAUNV =2).

Familija 7 koja zadovoljava osobine 1., 2. i 3. naziva se topologija
na X, a ako zadovoljava jos i osobinu 4., naziva se Hausdorffova
topologija na X.
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1.1. Metrika i metricki prostor

Definicija 1.1.9. Neka je (X,d) metricki prostor i neka je A C X.
Najmaryi u smislu inkluzije, zatvoreni skup koji sadrzi skup A, nazi-
vamo zatvorenje ili adherencija skupa A i oznac¢avamo ga sa A.

Nije tesko vidjeti da vrijedi
A= ﬂ{F C X| F zatvoreni A C F}.

Lema 1.1.13. Neka su A i B proizvoljni podskupovi metri¢kog pros-
tora X. Vrijedi,

1. ACA.

2. Zatvorenje je zatvoren skup.
3. (A) =4

4. AcB = ACB.

5. AUB=AUB.

Definicija 1.1.10. Neka su (X,dx) i (Y,dy) metricki prostori. Za
preslikavanje f : X — Y kazemo da je neprekidno u tackix, € X ako

(Ve > 0)(38 > 0)(Va € X)(dx (w0, 7) < & = dy(f(x0), f(x)) < ) .

Preslikavanje je neprekidno na X ako je neprekidno u svakoj tacki
r e X.

Teorem 1.1.14. Neka su (X,dy) i (Y,dy) metricki prostorii f : X —
Y. Sljedeca turdjenja su ekvivalentna.

1. f je neprekidna na X.
2. (Vo e X)(Ve > 0)(35 > 0) f(B(z,9)) C B(f(x),e).
3. Za svaki otvoreni skup V C Y je f~1(V) otvoren skup u X.

Dokaz : (1. = 2)
Neka je f neprekidna funkcija. Neka je z, € X proizvoljan. Tada
vrijedi

(Ve > 0)(30 > 0) (d(x,x0) < 0= d(f(z), f(z0)) <e¢) .
Drugacije receno, vrijedi

(Ve > 0)(39 > 0) (z € B(xg,0) = f(x) € B(f(z0),¢)) ,

11



1.2. Konvergencija u metrickim prostorima

odnosno

(Ve > 0)(35 > 0) (f(x) € f(B(x0,0))) = f(x) € B(f(x0),€) ,

ili u skupovnom obliku ovo znaci

f(B(x0,9))) € B(f(20),¢€) -

Primjetimo da smo u svim koracima Kkoristili ekvivalencije, tj. vri-
jedii (2. = 1.)

(2. = 3)
Neka vrijedi iskaz 2. i neka je V proizvoljan neprazan otvoren skup
u Y. Neka je z € f~1(V) proizvoljan. To znaci da je f(z) € V, a zbog
otvorenosti skupa V, postoji ¢ > 0, takav da je B(f(z),e) C V. Na
osnovu 2., za takav ¢ postoji 6 > 0, tako da vrijedi

f(B(x,0)) € B(f(z),e) SV .

Primjenimo li poznate nam stvari iz preslikavanja, imamo

B(x,0) € f~' o f(B(x,8)) € (V) .

Dakle za proizvoljan z € f(V), postoji kugla B(z,§) C f~'(V), pa je
f~Y(V) otvoren skup.

(3.=2.)
Neka su z € X i ¢ > 0 proizvoljni. Tada je B(f(z),e) otvoren
skup i f(z) € B(f(x),e). Na osnovu 3. je onda i f[7Y(B(f(x),¢e))
otvoren skup. Osim toga je z = f~'o f(z) € f1(B(f (x),g)) pa zbog
otvorenosti, postoji § > 0, takav da je B(z,d) C f~'(B(f(z),e)). I
posljednjeg onda imamo

f(B(z,0)) € B(f(x).¢€) .

[ )

1.2 Konvergencija u metrickim prostorima

Definicija 1.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor. Za niz (z,,),en C X
kazemo da konvergira ka z, € X, ako vrijedi

d(xn,z9) — 0, (n — 00) .

12



1.2. Konvergencija u metrickim prostorima

Cinjenicu da niz (z,),cy konvergira ka tac¢ki xy, uobic¢ajeno za-
pisujemo sa x,, — z (n — o0) ili

lim x, = xo .

n—oo
Gore definisanu konvergenciju nazivamo konvergencija po metrici
jer kao sto ¢emo vidjeti, izucavat cemo i neke druge vrste konver-
gencija.

Lema 1.2.1. Nekaje (z,),en Niz u metrickom prostoru (X, d). Sljede¢a
dva turdjenja su ekvivalentna.

1. lim, .z, = .

2. Za svako ¢ > 0, postoji samo konacno mnogo clanova niza
(zn)nen koji se nalaze van kugle B(xy, ).

Lema 1.2.2. Neka je F C X zatvoren skup i neka je (z,)nen C F
takav da lim,,_. z,, = v¢. Tada x, € F.

Definicija 1.2.2. Neka je (X,d) metricki prostor. Tackux € A C X
nazivamo izolovanom tackom skupa A ako postoji okolina tacke r u
kojoj osim tacke x nema drugih tacaka iz skupa A.

Definicija 1.2.3. Tacka x € X je tacka nagomilavanja skupa A ako
se u svakoj okolini tacke x nalazi bar jedna tacka skupa A razlic¢ita
od x.

Skup svih tac¢aka nagomilavanja skupa A nazivamo izvodni skup i
oznacavamo ga sa A’.

Lema 1.2.3. Neka je A proizvoljan podskup metri¢kog prostora (X, d).
Tada vrijedi,

A={r e X | 3(xn)neny C A) lim z, =z} .

Kao posljedicu gornje leme imamo

Posljedica 1.2.4. Svaka adherentna tacka skupa A je ili tacka nagomila-
vanja ili izolovana tacka.

Sada mozemo dati kompletnu karakterizaciju zatvorenja nekog
skupa. Naime, za proizvoljan skup A, tacke skupa A su:

¢ izolovane tacke skupa A,
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1.2. Konvergencija u metrickim prostorima

e Tacke nagomilavanja skupa A koje pripadaju skupu A i
e tacke nagomilavanja skupa A koje ne pripadaju skupu A.
Drugacije receno vrijedi,
A=AUA .
Teorem 1.2.5. Konvergentan niz mozZe konvergirati samo jednoj tacki.

Dokaz : Neka je (z,)ney € X za koga vrijedi z, — 2/ i z, — 2"
(n — o). Na osnovu relacije trougla imamo

0<d(z,2") <d(,z,)+ d(z,,2"),
za proizvoljno n € N. Desna strana tezi O kada n — oo, pa ocigledno
mora vrijediti d(z’, z”) = 0, odnosno 2’ = 2”. &
Teorem 1.2.6. Svaki konvergentan niz je ogranicen.

Dokaz : Neka je (z,),eny € X i neka z,, — zg (n — o0). Uzimajuci
da je ¢ = 1, imamo da postoji ny € N, takav da za svako n > ny,
vrijedi

d(xp,mp) < 1.
Oznacimo sa R’ = max{d(zg, x1), d(zo, x2), ..., d(x0, Tn,—1) }. Neka je sada
R = R'+ 1. Tada oc¢igledno vrijedi
(Vn € N) z,, € B(zo, R) ,

tj. niz je ogranicen. &
Teorem 1.2.7. Metricka funkcija je neprekidna funkcija svojih argu-
menata.

Dokaz : Neka je (X,d) proizvoljan metri¢ki prostor i neka su
(Tn)nen, (Yn)nen C X, takvi da z, — x¢ 1 y, — yo (n — o0). Koristeci
Lemu 1.1.3, imamo

(20, Yn) — d(x0,Y0)| < d(Yn, Yo) + (20, 79) — 0 (R — 00) ,
tj.
lim d(xna yn) - d(x07 yO) .

n—oo
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1.2. Konvergencija u metrickim prostorima

Definicija 1.2.4. Neka su (X,dx) i (Y, dy) metricki prostori i neka je
f X — Y. Za preslikavanje f kazemo da je izometrija iz X uY ako
je injektivno preslikavanje i ako vrijedi

(Vo' 2" € X) dy (f(2), f(2") = dx(2,2") .

Ako postoji izometrija iz X u Y, kazemo da se X moze izometricki
smjestiti ili uloziti u Y. Sa stanoviSta teorije metrickih prostora, tj.
ako nas interesuje samo odnos izmedju objekata (udaljenost), a
ne i vrsta objekata, onda ne pravimo razliku izmedju prostora X i
njegove izometricke slike f(X) C Y i prosto piSemo X C Y.
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1.3. Kompletnost metrickih prostora

1.3 Kompletnost metrickih prostora

Definicija 1.3.1. Neka je (X, d) metricki prostor. Za niz (x,),en C X
lkazemo da je Cauchyjev niz ako vrijedi

(Ve > 0)(Ing € N)(VYn,m € N)(n,m > ng = d(x,,x,) <e) .
Drugacije receno, niz je Cauchyjev ako vrijedi

lim d(z,,z,)=0.

n,M— 00

Primjer 1.13. Posmatrajmo niz (f,).eny C C|0, 1], zadat sa f,(t) = t"
(n € N).
Za proizvoljno fiksno ¢t € [0,1) i za n,m € N (neka je npr. n < m)
imamo

Fa) = ft) = " — ™ =t"(1 — t™") < ¢

PusStajuci da n tezi u beskonacnost, desna strana tezi ka O, pa zbog
proizvoljnosti ¢ € [0, 1), zakljucujemo

d(fnafm) = Inax |fN(t) - fm(t)| —0, (nvm - OO) .

te(0,1]

(Ocigledno je gornje tacno i za t = 1) Dakle, posmatrani niz je
Cauchyjev. ¢

Teorem 1.3.1. Svaki Cauchyjev niz je ogranicen.

Dokaz : Neka je (z,),eny Cauchyjev niz. Na osnovu definicije
Cauchyjevog niza, stavljajuci n = n, imamo

(Ve > 0)(Ym > ng) d(xpm, Tny) < € .

Ovo znaci da se svi ¢lanovi niza, osim njih kona¢no mnogo, nalaze
u kugli B(z,,,c). Ozna¢imo sa

R = max{d(xy1, Tpn,), d(T2, Tpny), ey A(Tng—1, Tng) } -

Jasno je sada da za svako n € N vrijedi z,, € B(z,,, R+ ¢), tj. niz je
ogranicen. &

Teorem 1.3.2. Svaki konvergentan niz_je Cauchyjev.

16



1.3. Kompletnost metrickih prostora

Dokaz : Neka je (z,),eny konvergentan niz i neka z,, — z (n — o).
Neka je ¢ > 0 proizvoljno. Na osnovu definicije konvergencije imamo

(3ne € N)(¥n € N) (n > no = d(z,2) < §> .
Neka su sada m,n € N i neka je m,n > ny. Tada je
d(Tp, Tm) < d(zp,x) +d(x, 2,) <€,

a ovo znaci da je niz Cauchyjev. &

Da Cauchyjev niz nemora biti konvergentan, dovoljno je pos-
matrati niz (z,).eny € Q, gdje je z,, decimalni zapis broja v2 na n
decimala.

Jasno je da niz nije konvergentan u Q, tj. z, — v2 ¢ Q. Medjutim,
ocigledno je za n > m, d(z,, Tm) < — 0 kada n,m — oo, tj. niz je
Cauchyijev.

L
0™

Definicija 1.3.2. Za metricki prostor u kome je svaki Cauchyjev niz
lkconvergentan kazemo da je kompletan ili potpun metricki prostor.

Iz matematicke analize su nam poznati Cauchyjevi principi kon-
vergencije nizova i redova. Taj princip za nizove se sada moze
iskazati ovako:

Svaki realan Cauchyjev niz je konvergentan ,
a to nije niSta drugo nego cCinjenica da je skup realnih brojeva sa
uobicajenom metrikom, kompletan metricki prostor.

Ispitivati osobinu kompletnosti po definiciji za neki metricki pros-
tor, nije bas praktican nacin, pa otuda navodimo jednu karakteri-
zaciju ove osobine.

Teorem 1.3.3. Metricki prostor (X,d) je kompletan ako i samo ako

presjek proizvoljnog monotono opadajuceg niza zatvorenih kugli, Ciji
niz dijametara tezi ka 0, sadrzi tacno jednu tacku.

Dokaz : (=)
Neka je X kompletan metricki prostor. Posmatrajmo proizvoljan
niz zatvorenih kugli K,, = K(z,,r,) koji zadovoljava osobine

e (VneN) K, D K,.,

o7, —0(n—00).
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1.3. Kompletnost metrickih prostora

Neka su m,n € N i neka je m > n. Tada je K,, = K(vy,rm) C K, =
K(zn,m,), pa ocigledno vrijedi d(z,,, z,) < m,. Kako r, — 0, jasno je
da niz centara posmatranih kugli predstavlja Cauchyjev niz u X, a
zbog kompletnosti on je i konvergentan. Dakle,

Jirgo Tp=1T.
Pokazimo sada da z € (), K-
Za proizvoljno £ € N sve tacke niza (z,).cy, sem njih konac¢no
mnogo, leze u kugli K, pa je x tacka nagomilavanja skupa Kj.
Kako je K zatvoren skup, to on sadrzi sve svoje tacke nagomila-
vanja. Dakle vrijedi,
(Vk eN) x € K, ,

. 2 € Nyen Kn-
Ako bi postojala i neka tacka 2’ sa istom osobinom, tada bi imali
0 < d(z,2') < r,, a kako r, — 0, moralo bi biti + = 2/, ¢ime je
jedinstvenost pokazana.

(<)
Pretpostavimo da X nije kompletan metricki prostor. To znaci da u
njemu postoji niz (z,),cn Koji jeste Cauchyjev ali nije konvergentan.
Kako je to Cauchyjev niz, to onda za svako i € N, postoji n; € N,
takvav da vrijedi

1
(Vm > ’TZZ)d(l’m,l’m) < 5 , (7, = 1,2, ) .

Za ovako odabrane n; (i € N), posmatrajmo zatvorene kugle

Ocigledno niz poluprecnika ovih kugli tezi ka O.
Ako je z € K;;,, tada je

d(x,xm.) < d<x7xni+1)+d<xni+17xni>

1 1

< §+ﬁ
1 1
i 22—1’

tj. x € K. Dakle, K;.; C K;, za proizvoljno ¢ € N.
Na ovaj nac¢in smo formirali monotono opadajué¢i niz zatvorenih
kugli ¢iji niz dijametara tezi ka 0. Pretpostavimo sada da postoji
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1.3. Kompletnost metrickih prostora

& € (),eny Kn. Ovo bi znacilo da za proizvoljno i € N vrijedi d(z, z,,) <
1
5T~

Neka je sada za fiksno i € N, m > n; proizvoljan. Onda je

1 1 3
d(xp, ) < d(z,x,,) + d(x,,, T5) < S + 5 = i
a ovo bi znacilo da je nas polazni niz konvergentan Sto bi bila kon-
tradikcija. Dakle, mora biti (), . K, = 2.

Kontrapozicijom imamo trazeno tvrdjenje. &

Teorem 1.3.4. Svaki zatvoren potprostor kompletnog metrickog pros-
tora je kompletan metricki prostor za sebe.

Dokaz : Neka je A zatvoren podskup kompletnog metrickog pros-
tora (X,d). Neka je (z,),eny C A Cauchyjev niz (u metrickom pot-
prostoru (A, d)). Tada je taj niz Cauchyjev i u X, pa zbog komplet-
nosti on je i konvergentan, tj. z, — 2o € X (n — o0). Tacka z, je
tada ili tacka nagomilavanja skupa {z,|n € N}, ili se beskona¢no
mnogo puta pojavljuje kao element niza (z,),cy. U prvom slucaju
zbog zatvorenosti skupa A zakljucujemo da z, € A, a u drugom
sluéaju, zbog (z,).en C A, ponovo zakljucujemo da zp € A. &

Primjer 1.14. Neka je 1 < p < oo. Prostor [, je kompletan metricki
prostor.
Neka je (z,)nen proizvoljan Cauchyjev niz u [,. Tada vrijedi

(Ve > 0)(3no € N)(VYn,m € N)(n,m > ng = d(xp, zn) <),

odnosno, s obzirom na metriku u [,

d(xmxm) = ( |€in_€im|p>p < f . (1.6)
2 Vi

Posmatramo li samo jedan sabirak sume iz (1.6), imamo da za
proizvoljno ¢ € N vrjedi

€ = &) < dlamwm) < 2
pa zakljuc¢ujemo da za proizvoljno i € N, niz (£'),cny je Cauchyjev

niz i to u R, a zbog kompletnosti R, on je i konvergentan niz. Neka
je
&' — &, (n—o0) ; €N,
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1.3. Kompletnost metrickih prostora

Posmatrajmo sada na ovaj nac¢in konstruisan niz = = (&;);en.
Polazni niz (z,) je kao Cauchyjev ogranicen niz, pa vrijedi

(Vn € N) d(z,,0 <Z|§ |P> <R,

tj. sadrzan je u nekoj kugli centra O poluprecnika R. Tim prije je

onda
N
dolgr <R
=1

Zbog konacne sume, sada ako u posljednjoj nejednakosti pustimo
da n — oo, dobijamo

N

Z &P < RP .

i=1

Dakle, niz parcijalnih suma reda >, _|é:|P je ogranicen, a zbog
monotonosti onda zakljucujemo da je dati red konvergentan, odnosno

Ll < o0,

neN

Sto znaci da je niz x € [,,.
Iz (1.6) takodje imamo da za n,m > ny i za proizvoljno k£ € N

vrijedi

k op

=P < —

D_lg—gnr <5

i=1
Drzeci n ¢vrstim i pustajuci da m — oo, slijedi

< L
Rezonujuci slicno kao malo prije, sada imamo da za n > n, vrijedi
Dol el <5 <e
i=1

Ovo u stvari znaci da za proizvoljno ¢ > 0, postoji ny € N, tako
da za svaki prirodan broj n > ny, vrijedi d(x,,z) < . Dakle, niz
(zn)nen je konvergentan u [,, pa zbog njegove proizvoljnosti imamo
kompletnost prostora. <»
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1.3. Kompletnost metrickih prostora

Definicija 1.3.3. Za skup A C X kazemo da je gust u skupu B C X
ako vrijedi B C A.
Ako je A = X, onda kazemo da je A svuda gust u X.

Drugacije receno, skup A je gust u skupu B ako se u svakoj
okolini proizvoljne tacke iz B nalazi bar jedna tacka skupa A.

Primjer 1.15. Skup Q je svuda gust u R. Ova cinjenica nam je
poznata jos iz matematicke analize, a oslanja se na stav da izmedju
svaka dva razlicita realna broja, postoji racionalan broj. <

Primjer 1.16. U prostoru Cla, b], skup funkcija
folt) =1, fi(t) =t, folt) =1, .. fu(t) =1", ...

je svuda gust skup. I ova ¢Cinjenica je poznata iz matematicke anal-
ize. Ona je bazirana na ¢injenici da se svaka neprekidna funkcija
moze razloziti u red, tj.

> fk)
fecn, fu =3 =0
k=0 '

a to je ustvari Taylorov teorem. <
Definicija 1.3.4. Skup A C X je nigdje gust skup u X ako njegova
adherencija ne sadrzi niti jednu kuglu.

Skup A je nigdje gust ako A nema unutrasnjih tacaka.
Primjer 1.17. Skup N je nigdje gust u R. {

Cinjenica da metri¢ki prostor nije kompletan, kao §to ¢emo vid-
jeti, nije puno otezavajuca. Naime vrijedi

Teorem 1.3.5. (Teorem o kompletiranju) B
Za svaki metricki prostor X, postoji kompletan metri¢ki prostor X,
takav da je

1. X C X (tj. X se moze izometricki smjestiti u X).
2. X jesvuda gust u X.

Dokaz : Oznacimo sa X; skup svih Cauchyjevih nizova prostora
X. Na X; uvedimo relaciju

(@) ~ (1) E d(@n,92) = 0, (n— 0) .

Lahko se pokazuje da za ovako uvedenu relaciju vrijede osobine

21



1.3. Kompletnost metrickih prostora

o (Y(z,) € X1)(x,) ~ (x,).
o (V(@n), (yn) € X0)(zn) ~ (Yn) = (yn) ~ (20).
o (V(xn), (Un); (20) € X01)(w0) ~ (Yn) A (Yn) ~ (20) = (0) ~ (2n)-

Dakle, uvedena relacija je relacija ekvivalencije na X, te ona razbija
skup X; na klase ekvivalencije. Oznac¢imo koli¢ni¢ki skup sa X;/. =
X, Cije elemente ¢emo oznacavati slovima &, 7, ¢ i slicno.

Definisimo za proizvoljne ¢, 7 € X, sljedecu funkciju,

A(¢,7) = lim d(zn,pn) (1.7)

gdje su (z,) € £ i (y,) € n. Ispitati korektnost gornje definicije znaci
pokazati da limes na desnoj strani postoji i konacan je i da on ne
ovisi o izboru predstavnika klasa ekvivalencije.

Neka su (z,) € £ i (y,) € n. Na osnovu nejednakosti trougla i na
osnovu Leme 1.1.3 imamo

|d(xm yn) - d(xm,ym)‘ < ‘d(xm yﬂ) - d(xm,yn)| + |d(xm,yn) - d(xm, ym)‘
< d(@ny Tm) + d(Yns Ym) -

Kako radimo sa Cauchyjevim nizovima, to desna strana tezi ka
0 kada pustimo da n,m — oo. Ovo znaéi da je niz (d(z,, yn))nen
Cauchyjev, a kako se on nalazi u R, on je i konvergentan, a to
znaci da limes postoji.

Neka su sada (z}) € £ i (y),) € n) drugi predstavnici klasa. Tada
je
Kako su (z}), (z,) 1 (v),), (y») iz istih klasa, zaklju¢ujemo,

A, y,) < d(Tn, Yn) - (1.8)
Na isti nac¢in se pokazuje da mora biti
An, gn) < Al 7). (1.9

Sad iz (1.8) i (1.9), zakljucujemo da je vrijednost limesa neovisna o
izboru predstavnika klase ekvivalencije.

Za vjezbu ostavljamo da se pokaze da novouvedena funkcija d
zadovoljava sljedece osobine:

1. d(én) >0, EneX.
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1.3. Kompletnost metrickih prostora

2. d(§n) =0 &=,
3. Za proizvoljne ¢, € X, d(€,1) = d(n,§).
4. Za proizvoljne ¢, 7, ¢ € X, d(§,¢) < d(&,n) +d(n, ().

Gornje osobine znace da je ustvari d metrika na skupu X.

Neka je sada z € X proizvoljan. Oznacimo sa &, onu klasu ekvi-
valencije koja u sebi sadrzi konstantni niz (z,z,...,z,...). Na ovaj
nacin smo definisali jedno preslikavanje f : X — X, zadato sa
f(x) = &

Za proizvoljne z,y € X sada imamo
A (@), f(9)) = d(&e, &) = lim d(z,y) = d(z,y)

a ovo ustvari znaci da je f izometrija, pa na osnovu ranije recenog,
pisemo X C X.

Pokazimo joS drugu trazenu osobinu, tj. da je X svuda gust u
X. Neka je ¢ € X proizvoljan i neka je (r,) € ¢ proizvoljan pred-
stavnik te klase. Neka je € > 0 proizvoljan, pa kako je (z,,) Cauchy-
jev niz, postoji ng € N, takav da je za proizvoljne prirodne n, m > ny,
d(xpn,rm) < 5. Zan > ny, posmatrajmo Kklase &,,. Imamo

(&, €)= lim d(an, z,) < % <e.

m—0o0

Dakle, za svako ¢ > 0, postoji ny € N, tako da je za proizvoljno
prirodno n > n, zadovoljena relacija d(,,,£) < . Ali ovo ne znaci
nista drugo do ¢injenicu da &,, — £ (n — 00).

Kako je f(z,) = &, 1 f je izometrija, ne pravimo razliku izmedju
elemenata z,, i §,,. Zakljucujemo da za (z,) € &, vrijedi

T, — &, (n— 00),

a ovo znaci da je X svuda gust u X.

Ostaje nam jos pokazati da je X kompletan prostor.
Neka je (£,)nen proizvoljan Cauchyjev niz u X. Kako je X svuda
gust u X (tj. f(X) zaista svuda gust u X) to vrijedi

(¥n € N)(Fz, € X)d(z, €n) < % | (1.10)

Za ovako konstruisan niz imamo

d(zn, 2m) < d(zn, &) + d(En; Em) + d(Em, 2m)

< () +
n m
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Kako je (§,) Cauchyjev niz, to onda imamo
d(zn, 2m) — 0, (n,m — o0) ,

odnosno, (z,) je Cauchyjev niz u X. Neka je sada ¢, ona klasa
ekvivalencije u X koja sadrzi niz (z,). Prema ranije pokazanom
vrijedi

d(§z7n€0) —0 ’ (n - OO) )
tj.

d(zn, &) — 0, (n — 00) . (1.11)

Na osnovu toga je

0< d(&m 50) < d(fn, Zn) + d<2n> 50) )

a onda na osnovu (1.10) i (1.11) imamo

d(&n,&) — 0, (n— ) .

Dakle, Cauchyjev niz (¢,) je konvergentan, i zbog proizvoljnosti, X
je kopletan metricki prostor. &

Ideju kompletiranja prostora lijepo mozemo vidjeti u prosirenju
skupa racionalnih brojeva na skup realnih brojeva.

Definicija 1.3.5. Za skup M podskup metrickog prostora X, kazemo
da je skup prve kategorije u X ako se on moze predstaviti kao pre-
brojiva unija nigdje gustih skupova.

Skup koji nije prve kategorije je skup druge kategorije.

Konacna unija nigdje gustih skupova je i sama nigdje gust skup,
ali to nije tacno za prebrojivu uniju. Naime, (Q se moze predstaviti
kao prebrojiva unija nigdje gustih skupova (singltona) ali je to ipak
svuda gust skup u R.

Teorem 1.3.6 (Baireov teorem). Kompletan metricki prostor je skup
druge kategorije u sebi.

Dokaz : Pretpostavimo da tvrdjenje nije tacno, tj. da postoji
kompletan metricki prostor X koji je prve kategorije odnosno, koga
mozemo predstaviti kao prebrojivu uniju nigdje gustih skupova,

X = UXi , X; (1 € N) nigdje gusti skupovi.

i=1
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Posmatrajmo proizvoljnu zatvorenu kuglu K, = K(zg,79) (rp > 0) u
X. Kako je X; nigdje gust, to postoji kugla K; = K(z1,7), takva da
vrijedi

K1CKO, XlﬁKlzg, 7”1<T2—0.
Kako je i X, nigdje gust skup, postoji zatvorena kugla K, = K(xs,13),
takva da je

KQCK17X2mK2:®7T2<T2_1.

Nastavljajuci ovaj postupak konstriusali bismo niz zatvorenih kugli
(K»)nen, za koje bi vrjedilo

[ ] Ki+1CKi,’iEN.
.XZQKZIQ,ZGN

Ti—
o1 < - < gl

Posmatrajmo sada niz (z;);cny, napravljen od centara definisanih
kugli K; (i € N). Za proizvoljne m,n € N, neka je npr. m > n, vrijedi

xmeKmCKn7xTL€KTL7

Y. xn, x, € K, a to onda znaci

d(Tp, Tpy) < 2r, < 2;—2 =

iz ovoga imamo ociglednu tvrdnju
(Ve > 0)(Ing € N)(Vn,m € N)(n,m > ng = d(x,, ) <€),

tj. niz (z,) je Cauchyjev, a kako on lezi u kompletnom metrickom
prostoru X, on je i konvergentan. Dakle,

(Fzp € X) x, — 29 (N — 0) .

Zbog prve osobine posmatranih kugli imamo da je tacka z,, tacka
nagomilavanja svake od kugli K,, (n € N), a zbog njihove zatvorenosti
jeonda z € K,, za svako n € N. Zbog toga i zbog druge osobine onda
imamo da z, ne pripada niti jednom X,, (n € N), a to znaci da

$0¢GXZ:X,
1=1

Sto je u suprotnosti sa ranije utvrdjenom cinjenicom da je xy € X.
Dakle, X jeste skup druge kategorije.

&
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1.4 Banachov stav o fiksnoj tacki

Definicija 1.4.1. Neka je f : X — X proizvoljno preslikavanje. Za
tacku r € X kazemo da je fiksna tacka preslikavanja f, ako vrijedi

f(z) = x.

Primjer 1.18. Za preslikavanje f : R — R, zadato sa f(z) = 23, tacke
z =11z = —1imaju osobinu f(1) = 1, odnosno f(—1) = —1, tj. one
su fiksne tacke posmatranog preslikavanja. ¢

Primjer 1.19. Posmatrajmo preslikavanje A : C[0, 1] — C]0, 1], zadato
sa

Af(z) = £(0) + / " ft)dt

Za funkciju f(z) = e* € C|0, 1], vrijedi
Af(x):eo—i—/ eldt =1+¢e" —1=¢€",
0
tj. f(z) = e” je fiksna tacka preslikavanja A. <

Definicija 1.4.2. Za preslikavanje f : X — X kaZemo da je kontralk-
tivno, alko postoji konstanta q € [0, 1), takva da za proizvoljne x,y € X
vrijedi

d(f(x), f(y)) < qd(z,y) .
Primjer 1.20. Funkcija f : Rt — R*, zadata sa f(z) = arctanz, na

osnovu Lagrangeove teoreme zadovoljava

| arctan x — arctany| = lx —y|,

1
1+4&2
zaneko ¢ € R* i za proizvoljne z,y € R. Stavimo da je ¢ = ﬁ jasno
q € [0,1) i ako posmatramo standardnu metriku na R, imamo

d(f(x), f(y)) < qd(x,y) ,

tj. preslikavanje f je kontraktivno. ¢

Teorem 1.4.1. (Banachov stav o fiksnoj tacki)

Neka je A : X — X kontraktivno preslikavanje kompletnog metrickog
prostora u samog sebe. Tada postoji ta¢no jedna fiksna tacka pos-
matranog preslikavanja.
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Dokaz : Neka je z, € X proizvoljan. DefiniSimo sada niz (z,),en
na sljedeci nacin:

xn:Axn—lenxO ’ neN.
Kako A : X — X, jasno je da za proizvoljan prirodan broj n je z,, € X,
Y. (z,) C X.
Neka je sada n € N proizvoljan. Na osnovu kontraktivnosti pres-
likavanja vrijedi
d(!lfn, xn—l) = d(Axn—la Axn—Z) S qd(xn—la xn—2) .
Ponavljajuci gornji postupak, zakljucujemo da vrijedi

d(xy, Tp_y) < ¢" (1, 20) (1.12)

Neka je sada m > n (m,n € N). Koristeci nejednakost trougla i (1.12)
imamo

d(.ﬁ(}n, xm) S d<xn7 xn—i—l) + d(xn+17 xn+2) +-+ d<xm—17 xm)
< (" g+ g™ ) d(zo, 1)
1 — gmn
S 1 _qd(x07x1> .

Na osnovu gornjeg ocigledno vrijedi
d(xp, zym) — 0, (n,m — o0)

a Sto u stvari znaci da je niz (z,) Cauchyjev. Kako se on nalazi
u kompletnom metrickom prostoru, on je onda i konvergentan, pa
stavimo da je z,, - T € X (n — o0). Sada imamo

0 <d(z, A7) = lim d(x,11, AT) = lim d(Ax,, AT) .

n—oo n—~o0

Zbog kontraktivnosti preslikavanja i konvergencije niza dalje je

0 <d(z, A7) < ¢ lim d(z,,T) =0 .

n—oo

Dakle, mora biti d(z, A7) = 0, a §to zbog osobine metrike znaci da je
AT =7, tj. T je fiksna tacka preslikavanja.
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Neka je i T € X neka druga fiksna tacka preslikavanja A. Tada
bi bilo
d(7,F) = d(A7, A7) < qd(®.7)
a ovo je zbog ¢ € [0,1) moguce samo ako je d(z,z) = 0, tj. ako je
7 = 7. Time smo pokazali i jedinstvenost fiksne tacke posmatranog
preslikavanja. &

Vaznost Banachovog teorema o fiksnoj tacki je velika. Medju-
tim, treba istaci i vrijednost samog dokaza ovog teorema jer nam
on daje princip raznih iterativnih metoda. Primjetimo da ako u
nejednakosti

n

d(zp, ) < 1(]_ d(zg, x1)
pustimo da m — oo, dobijamo
_ q"
d(xn,l’) S 1— d(x(]uxl) )

Sto u stvari predstavlja procjenu greske koja se pravi ako se um-
jesto tacnog rjeSenja 7, jednacCine Ar = x, uzme "n-to priblizno
rjeSenje” x,, te jednacine.

Kao direktnu posljedicu Banachovog teorema o fiksnoj tacki
navedimo

Posljedica 1.4.2. Neka je F' zatvoren podskup kompletnog metrickog
prostora X. Ako je A : ' — F kontraktivno preslikavanje, onda pres-
likavanje A ima tacno jednu fiksnu tacku koja pripada F'.

Kao Sto ¢emo vidjeti, nemora samo preslikavanje biti kontrak-
tivno da bi se obezbijedila egzistencija i jedinstvenost fiksne tacke.

Teorem 1.4.3. Neka je X kompletan metricki prostorineka A : X —
X. Ako postojin € N takav da je A" kontraktivno preslikavanje, tada
preslikavanje A ima tac¢no jednu fiksnu tacku.

Dokaz : Kako je A" (za neko n € N) kontraktivno preslikavanje
kompletnog prostora u samog sebe, postoji jedinstvena fiksna tacka
tog preslikavanja, tj.

(FixeX)AT=T.
Ali tada imamo

A(A"T) = AT = A"(A7) = AT,
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Sto u stvari znaci da je i A7 fiksna tacka preslikavanja A". Zbog
jedinstvenosti, zakljuc¢ujemo da mora vaziti

AT =7,

odnosno, 7 je fiksna tacka preslikavanja A.
Ako bi postojala jos neka fiksna tacka preslikavanja A, npr. 7,
tada bi imali

AT = APV AT) = AT = A AT) = AV T = = AT =T

Dakle, T bi bila fiksna tacka i preslikavanja A", a to bi znacilo da
mora bitiZ=7. &

Pokazimo sada neke primjene Banachovog teorema o fiksnoj
tacki.

1. Neka je y = f(z) funkcija definisana na segementu [a,b]. Pi-
tanje, da li postoji zy € [a,b] takav da je f(zy) = x( je o¢igledno pi-
tanje egzistencije fiksne tacke ovog preslikavanja. Da bi zadovoljili
prvi uslov teoreme (preciznije, posljedice) zahtijevamo da f : [a,b] —
[a,b]. Uslov kontraktivnosti mozemo dobiti na nekoliko nacina.
Jedan je, zahtjev da je funkcija f Lipschizova na [a,b], tj. da vri-
jedi

[f(2) = fy)l < Llz =yl , 2,y €la, 0],
i naravno pri tome zahtijevamo da je L < 1. Sada imamo ispunjene
sve uslove teoreme o fiksnoj ta¢ki, pa postoji jedinstveno z, € [a, b],
takav da je f(zg) = xo.

Uslov kontraktivnosti imamo i ako je ispunjeno |f'(z)] < K < 1
jer na osnovu Lagrangeove teoreme je

[f (@) = F)l =1l =yl , § € lx,y].

Na gornjoj slici lijevo i u sredini imamo sluc¢aj kada je |f'(z)| <
1, a desno je situacija kada je |f'(z)| > 1, gdje i pored ociglednog
postojanja fiksne tacke, itereativni metod ne konvergira.
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2. Koristeci gornji primjer, lahko sada mozemo pronaci uslove
za postojanje rjeSenja jednacine F'(z) = 0, na nekom segmentu [a, b,
pri ¢emu je F(a) < 01 F(b) > 0. Pretpostavimo da vrijedi 0 < k£ <
F'(xz) < K, za proizvoljno z € [a,b]. Posmatrajmo funkciju

f(z) =2 —AF(x) .

Ocigledno da je postojanje fiksne tacke funkcije f, ekvivalentno
postojanju rjeSenja polazne jednac¢ine. Kako je sada f'(z) = 1 —
AF'(x), to onda vrijedi

1-AK < fl(z) <1- M,

pri cemu nam parametar A\ ocCigledno moze posluziti da pomocu
njega namjestimo kontraktivnost preslikavanja f.
3. Posmatrajmo konacan linearan sistem algebarskih jednacina

Zaijxj:bi s 7::1,2,...,71. (118)
j=1

Postavlja se pitanje, pod kojim uslovima ¢e dati sistem imati tacno
jedno rjeSenje?
Jednostavnom transformacijom sistem (1.13) transformiSemo u ek-
vivalentan sistem

T; = Z(l — Cl,ij)l'j + bz s 1= 1,2, LN

j=1

Definisimo sada preslikavanje A : R* — R", zadato gornjim siste-
mom, na sljedeci nacin

r = (11,22, ....,0,) ER" |, Ax =y € R" |

gdje koordinate tacke y dobijamo iz

n

Y = Za;jxj +b,1=12,...,n,
=1

gdje je aj; = 6;; —ai; (i,j = 1,2,..,n), a §;; je Cronecerova delta.
Ocigledno je da traziti rjeSenje sistema (1.13) znaci isto Sto i za-
htijevati da definisano preslikavanje ima fiksnu tacku, tj. svodi se
na nalazenje » € R", takvog da je Ar = x. Kako A slika komple-
tan prostor u samog sebe, za primjenu Banachovog stava potrebno
nam je da je to preslikavanje kontrakcija.
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Neka je na R" definisana metrika

d(ﬂ?,y) = max |x2 _y2| y LY € R™ .

1<i<n

Sada za proizvoljne 2/, z” € R" imamo

d(Ax', Ax")

Jasno je sada da uslov

IA

IN

IN

/ 1
max [y; — ;|

n
/ / _ /(
112%}(”‘,21aij(xj xy)‘
‘7:

n
/ / "
fgfg‘nz |aj;| | — 7]
=1
n
max Z |ag;| max |z —

1<i<n 4 1<j<n
Jj=1

"
J

n

!/ / 1
1@%21 jajld(a’, 2")
‘7:

n
S layl <k<1,i=12,..n,
j=1

predstavlja uslov kontraktivnosti preslikavanja A.
Neka je na R" zadata metrika

n

d('rvy):Z|'r2_y2| ) xvyERn .

=1

Sada za proizvoljne 2/, 2" € R" imamo

d(Ax'; Az")

n
= > |y -]
=1
n n
= DDl —a))
i=1 | j=1
n n
DD lalial = af]

i=1 j=1

n
Z |az;ld(2’, ") .
i=1

IN

IN
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Uslov kontraktivnosti je sada
Z|a;j|§k:<1,j:1,2,...,n. (1.15)

Posmatrajmo sada novu metriku na R",

d($7y> = ( |'TZ )
Za z',2" € R" je

d(Ax' | Az") = (Z ly — \2>
— (Zl|;aw x — )| )
< Zza/2d 2, 2"

i=1 j5=1

D=

N

1
2

Sada je uslov kontraktivnosti zadat sa

ZZa’2§k<1 (1.16)

=1 j5=1

Svaki od uslova (1.14), (1.15) i (1.16) je dakle uslov kontrak-
tivnosti preslikavanja A te na osnovu teorema o fiksnoj tacki, pos-
toji jedinstveno rjesenje jednacine Ar = z, a to je kako smo vidjeli,
rjeSenje i sistema (1.13).

Sada iterativnim postupkom

n

xEkH) - Za;ﬂgk) +bi,i=1,2,..n,
j=1

krecucéi od proizvoljne tacke 2° = (29,29, ..., 2°), dobijamo niz tacaka
z®) € R" koji ¢e konvergirati ka rjeSenju sitema (1.13).

Napomenimo ovdje da je svaki od uslova (1.14), (1.15) i (1.16),
ekvivalentan uslovu

aip — 1 a12 A1p
a921 a9 — 1 .. Aoy, 7&
0.
A1 A2 ver Qpp — 1
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4. Neka je f(z,y) neprekidna funkcija u zy-ravni. Pod kojim
uslovima ce diferencijalna jednacina prvog reda

y' = f(x,y) , sauslovom y(xo) = yo , (1.17)

imati tacno jedno neprekidno rjesenje? Kako se zelimo posluziti
Banachovim teoremom o fiksnoj tacki, ideja je definisati neko pres-
likavanje kojeg c¢e fiksna tacka biti rjeSenje postavljenog problema.
U tom cilju posmatrajmo integralnu jednacinu

o(x) = / "Rt St + g (1.18)

Jasno je da svako rjeSenje integralne jednacine (1.18) predstavlja
i rjeSenje jednacine (1.17) i obratno. Zato posmatrajmo preslika-
vanje definisano sa

Ad(z) = / " F(t b))t + g0

Ocigledno je za neprekidnu funkciju ¢ i A¢ neprekidna funkcija,
pa za neko ¢ > 0 (Ciji izbor najvjerovatnije nije proizvoljan) imamo
A : Clzg, v9+0] — Clxg, xo+0]. Kako je svaki prostor Cla, b] kompletan,
sa standardnom metrikom definisanom sa
6.0 €Clal] . d(, ) = max o(t) — ()]

to A dakle, preslikava kompletan prostor u samog sebe.

Ostaje nam naci uslove pod kojim je definisano preslikavanje
kontraktivno. U tom cilju, za proizvoljne ¢, ¢ € C|xq, x¢ + ], posma-
trajmo

d(A¢, Ap) = , Jnax |Ap(z) — A(z))
= mogl?é’“fm f(t, o(t))dt + yo — /xo f(t,(t)dt — yo

o

= max
zo<z<T0+4

[ tto0) - st

zo

IA

zo<z<T0+0

max / C1F( () — £t w(0)ldt

Da bi dosli do uslova kontraktivnosti, sada se logicno namece prob-
lem nekakvog uslova na funkciju f. Ako je, npr. funkcija f Lips-
chitzova po drugoj varijabli u oblasti u kojoj je posmatramo, tj. ako
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je zadovoljen uslov

|f(z,y) = fle,y")| < Ly =o',

tada iz gornjeg imamo

d(Ag, A¥) < max /IL|¢<t>>—w<t>\dt,

<
ro<z<zo+0 -

pa uzimajué¢i maksimum od |¢(t) — ¥(t)| za o < t < 29 + J, imamo

d(A¢, AY) < Ld(¢,v) max /x dt ,

zo<z<z0+4 0

odnosno,

d(A¢, Ap) < Lod(,) .

Kao sto smo spomenuli na pocetku, § sada mozemo izabrati tako da
je Lé < 1, a sa tim uslovom nase preslikavanje A ¢e biti kontrakcija,
pa na osnovu svega recenog, postojat ¢e jedinstvena fiksna tacka
tog preslikavanja. Dakle, postoji jedinstvena funkcija ys € C[z, xo +
J], koja je rjeSenje problema (1.17) na segmentu [z, zo + J].

Sada slicnim rezonovanjem mozemo pokazati da c¢e i na seg-
mentu [zy + 0,z + 20| postojati jedinstveno rjeSenje problema y' =
f(z,y) sa uslovom y(x¢+ ) = ys(zo+ ). Naravno da ovo razmiSljanje
mozemo primjenjivati, produzavajuci interval i na jednu i na drugu
stranu od z,, pa zakljucujemo da ce postojati jedinstveno neprekidno
rjeSenje problema (1.17) na citavoj realnoj pravoj.
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1.5 Separabilnost metrickih prostora

Definicija 1.5.1. Za metricki prostor kazemo da je separabilan ako
u njemu postoji najvisSe prebrojiv svuda gust skup.

Primjer 1.21. Realna prava sa uobicajenom metrikom je primjer
separabilnog prostora, jer je Q = R i Q je prebrojiv skup.

R" je takodje separabilan za proizvoljno n € N. Zaista, neka je
r = (x1,29,...,x,) € R" proizvoljna. Kako je Q svuda gust u R, to za
proizvoljno ¢ > 0 i za svako i = 1,2, ..., n, postoji ¢; € Q, tako da vazi

€
i TG < =
| — il NG
Posmatrajmo sada ovako konstruisanu ta¢cku ¢ = (¢1, ¢, ..., ) € Q™.
Vrijedi,

. L D
d(x,q) = i~ al? =) =e.
(z,q) <;\€6 Q\> <<;n> 2
Dakle, Q" je svuda gust skup u R", a kako je on i prebrojiv skup,
to je R” separabilan. <

Primjer 1.22. Separabilni su i prostori /, (1 < p < o), ¢, ¢ ali prostor
| nije separabilan.

Da pokazemo neseparabilnost prostora [, posmatrajmo skup
svih nizova c¢ije su koordinate zapisane samosa 0i 1,

A ={(&n)nen| & € {0,1},Vn € N} .

Ovakvih nizova ima kontinum mnogo (interpretiramo ih kao bina-
rne zapise realnih brojeva iz [0,1] ) i pri tome je ocigledno A C [..
Za proizvoljne z,y € A, vrijedi

d(z,y) =sup|z; —y| =1. (1.19)

neN

Pretpostavimo sada da u /., postoji svuda gust skup. To bi znacilo
da u proizvoljnoj okolini proizvoljne tacke iz [,,, mora postojati bar
jedna tacka iz tog svuda gustog skupa. Ali to bi onda moralo vri-
jediti i za tacke skupa A. Medjutim, zbog (1.19), u kugli B(z,r),
gdje je x € Air < 1, osim tacke x nema drugih tacaka iz A. Dakle
da bi svaku tacku “dobro aproksimirali”, u svakoj ovakvoj kugli
bi morala biti bar jedna tacka iz svuda gustog skupa. To bi opet
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znacilo da tacaka u svuda gustom skupu mora biti bar onoliko ko-
liko ima ovakvih kugli, a ovih opet ima koliko ima tacaka u A, tj.
kontinum mnogo. Dakle, ako bi i postojao svuda gust skup u /,, on
ne bi mogao biti najviSe prebrojiv, pa /., nije separabilan prostor.

Primjer 1.23. Prostor C|a,b] je separabilan, a tu tvrdnju imamo iz
poznatog Weierstrassovog teorema:

Za svaku neprekidnu funkciju f definisanu na segmentu [q, ] i za
svako ¢ > 0, postoji polinom p., takav da vrijedi

() — p.() <e, a<t<b.
%

Definicija 1.5.2. Za familiju (B;);c; otvorenih skupova u metrickom
prostoru X kazemo da je baza, ako se svaki otvoren skup u X moze
prikazati kao unija nekih elemenata date familije.

Jasno je da u svakom metrickom prostoru gornju osobinu ima
familija svih otvorenih kugli (B(z,r)).cx, »~0. Medjutim, takva baza
je "ogromna” po broju elemenata, a nama bi bilo u interesu da je
ona Sto manja po broju svojih elemenata.

Definicija 1.5.3. Za metricki prostor kazemo da zadovoljava drugi
akcsiom prebrojivosti ako u njemu postoji baza sa najviSe prebrojivo
mnogo elemenata.

Teorem 1.5.1. Metricki prostor je separabilan ako i samo ako zado-
voljava drugi aksiom prebrojivosti.

Dokaz : Neka je X separabilan metricki prostor i neka je A =
{z,|n € N} najviSe prebrojiv svuda gust skup tacaka u X. Za
proizvoljne n, m € N, posmatrajmo sve moguce kugle oblika B(z,, --).
Neka je sada G proizvoljan otvoren skup u X i neka je z € G takodje
proizvoljan. Zbog otvorenosti skupa G, postoji m = m(z) € N, takav
daje B(z, 1) C G. Kako je A svuda gust u X, postoji z,,(,) € A4, takav
da je d(zn@), ) < 5. Posmatrajmo sada kuglu B(z,), 5 ). Jasno je
da vrijedi € B(z,(), 5) € G, pa nije teSko zakljuciti da vrijedi i

1
G = B <xn z)s 7) ’
g} ) om ()
a ovo znaci da je familija (B(z,,=)),meny baza u X i to najviSe pre-
brojiva, pa X zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti.
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Neka je sada (B;);cny najviSe prebrojiva baza u X. Ako iz svakog
B; izaberemo po jednu tacku z; (i € N) i od tih tacaka formiramo
skup A, jasno je da je A najviSe prebrojiv skup. Po pretpostavci,
svaki se otvoren skup moze prikazati kao unija elemenata baze,
tako da se u proizvoljnom otvorenom skupu nalazi bar jedna tacka
skupa A, a to ne znaci nista drugo nego da je A svuda gust u X, pa
je X separabilan metricki prostor. &

Definicija 1.5.4. Za familiju (G,);c; kaZemo da je pokriva¢ skupa M
alco vrijedi
(Vx e M)(Fiel)x € G, .

Ukoliko je svakiG; (i € 1) otvoren skup govorimo o otvorenom pokrivacu,
a ako je I najviSe prebrojiv skup govorimo o najviSe prebrojivom
pokrivanju.

Teorem 1.5.2. (teorem Lindeldfa)
Ako je X separabilan metricki prostor, onda se iz svakog otvorenog
pokrivaca za X moze izdvojiti najviSe prebrojiv potpokrivac.

Dokaz : Neka je X separabilan metricki prostor, tada postoji na-
jvise prebrojiva baza (B;);cy u X. Neka je (G;);c; otvoreni pokrivac
od X, .

Vze X)(Fi=i(r)el)r € Gy .

Kako je svaki G(,) otvoren skup, to postoji element baze B,,,), takav
da je

x e Bn(x) - Gi(:c) . (1.20)
Jasno je sada da razlicitim skupovima B,,,) mozemo pridruziti ra-
zlicite odgovarajuce G, (,) koji zadovoljavaju (1.20). Pri tome ocigledno
vrijedi

neN neN

Dakle (G (z))nen je najvisSe prebrojiv pokrivac od X. &
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1.6 Kompaktnost metrickih prostora

Definicija 1.6.1. Za metricki prostor kazemo da je kompaktan ako
se iz svakog njegovog niza moze izdvojiti konvergentan podniz.

Definicija 1.6.2. Neka je M podskup metrickog prostora X . Za skup
M kazemo da je relativno kompaktan ako se iz svakog niza u M
moze izdvojiti konvergentan podniz, tj.

(V(zn)nen € M)(3(zn, )ken C (Tn)nen) Tn, — To , (K — 00), g€ X .
Ako je xqg € M, kazemo da je M kompaktan skup.

Jasna je razlika izmedju kompaktnosti i relativne kompaktnosti,
tj. relativna kompaktnost i zatvorenost skupa ekvivalentne su kom-
paktnosti skupa.

Teorem 1.6.1. Svaki kompaktan metricki prostor je i kompletan.

Dokaz : Neka je X kompaktan metri¢ki prostor i neka je (z,),en
proizvoljan Cauchyjev niz u X. Zbog kompaktnosti, postoji podniz
(z,,) naseg niza koji je konvergentan, z,, — 2o € X (k — o0). Sada
imamo

d(xp, o) < d(zp, Tp,) + d(xp,, T0o)

Prvi sabirak na desnoj strani mozemo uciniti proizvoljno malim
jer je niz Caucyjev, a drugi takodje, zbog konvergencije podniza.
Dakle,

d(xp,z9) — 0, (n — 00),

tj. niz (z,).en je konvergentan, pa zbog proizvoljnosti niza, prostor
X je kompletan. &

Teorem 1.6.2. Svaki kompaktan skup je zatvoren.

Dokaz : Neka je M kompaktan skup i neka je (z,) C M, takav
da z, — zo kada n — oo. Zbog kompaktnosti skupa, postoji (z,,) C
(x,), takav da z,, — 2’ (k — o0) i pri tome je 2’ € M. Zbog jedin-
stvenosti tacke konvergencije, zaklju¢ujemo da je z, = 2/, odnosno
xo € M, pa dakle M sadrzi sve svoje tacke nagomilavanje te je kao
takav, zatvoren skup. &

Teorem 1.6.3. Svalki relativno kompaktan skup je ogranicen.
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Dokaz : Neka je M relativno kompaktan podskup metrickog pros-
tora X. Pretpostavimo da M nije ogranicen. M nije prazan, pa
postoji xy € M. Kako M nije ogranicen, to M nije sadrzan u kugli
B(z,1), te zakljuCujemo da postoji z; € M, takav da z; ¢ B(zo,1)
odnosno, d(zg, 1) > 1.

Oznacimo sa r = d(zo, z1) + 1, pa opet zbog neogranic¢enosti rezonu-
jemo da M nije sadrzan ni u kugli B(xg,r), tj. postoji o € M takav
da je d(zg,z9) > r > 1. Kako je

1+ d(zg, 1) =1 < d(xg, x9) < d(xg, 1) + d(x1,72) ,

zakljuc¢ujemo da je d(x1,z2) > 1. Jasno je da sada ovaj postupak
mozemo produziti i na taj nacin formirati niz (z,) sa osobinom da
za proizvoljne n, m € N vrijedi, d(z,, z,,) > 1. Ovo znaci da se iz datog
niza ne moze izdvojiti niti jedan konvergentan podniz, a to se opet
kosi sa pretpostavkom o relativnoj kompaktnosti skupa M. Dakle,
M mora biti ogranicen skup. &

Definicija 1.6.3. Neka su M i N podskupovi metrickog prostora X.
Neka je € > 0 fiksiran realan broj. Za skup N kazemo da je c-mreza
skupa M ako za svako x € M, postojiy € N, tako da je d(x,y) < ¢.
Ako je N kompaktan skup, kazemo da je N kompaktna e-mreza, a
ako je konacan skup, kazemo da je konacna e-mreza.

Lema 1.6.4. Skup N je c-mueza (¢ > 0) skupa M ako i samo ako
vrijedi
MC | JB(z2) .

zeN

Teorem 1.6.5. Potreban uslov za relativnu kompaktnost skupa M C
X jeste da za svako ¢ > 0, postoji konacna e-mreza skupa M. Ako je
metricki prostor X kompletan, gornji uslov je i dovoljan.

Dokaz : Neka je M relativno kompaktan skup. Pretpostavimo
da za neko ¢; > 0 ne postoji konacna ¢,-mreza skupa M. Kako
M nije prazan, to za proizvoljno z, € M skup {z,} nije ¢o-mreza
skupa M, pa postoji z; € M, takav da je d(zg,z1) > 9. Medjutim,
ni skup {zo, 2,1} nije ¢,-mreza za M, pa postoji z, € M, takav da
je d(zo,xe) > €0 1 d(z1,29) > 9. Nastavljajuéi gornje rasudjivanje,
dolazimo do niza (z,),ey C M, kod koga za proizvoljne n,m € N
vrijedi, d(z,,z,) > ). Ali tada se iz niza (z,) nemoze izdvojiti niti
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jedan konvergentan podniz, Sto je suprotno pretpostavci o rela-
tivnoj kompaktnosti skupa M. Dakle, za svako ¢ > 0, skup M ima
konac¢nu e-mrezu.

Neka je sada X kompletan metricki prostor i neka M C X ima
konac¢nu e-mrezu za svako ¢ > 0. Uzmimo proizvoljan niz (z,,) C M.
Neka je Ny = {y11, Y12, ---, Y1n, } KOnacna 1-mreza skupa M. Na osnovu
Leme 1.6.4 vrijedi

i=1
Tim prije je i nas niz sadrzan u gornjoj uniji kugli, a zbog konac¢nog
broja tih kugli, postoji medju njima kugla, oznac¢imo je sa B;, koja
u sebi sadrzi beskonac¢an podniz (z,,) niza (z,).
Neka je sada Ny = {yo1, Y22, -, Yon, } %-mreia skupa M. Ali to je onda
i-mreza i za nas podniz (z,,) C B, te postoji kugla B, = B(y;, 1)
(e € {1,2,...,n2}), koja u sebi sadrzi beskonaéno mnogo ¢lanova niza
(0,).
Nastavljajuci ovaj postupak dolazimo do niza kugli (B;);cy sa sljede¢im
osobinama:

e Poluprecnik kugle B; je * (i € N).

e U svakoj kugli B; (i € N) ima beskonacno mnogo ¢lanova niza

e Clanovi niza koji se nalaze u kugli B;, sadrzani su i u svakoj
kuglu B; za j <.

Iz svake kugle B; izaberimo po jedan element nasSeg niza (z,) i
ozna¢imo ga sa z; (i € N). Ocigledno je niz (z,) podniz niza (z,).
Osim toga, za proizvoljne n,m € N (neka je npr. m < n) imamo da
Zn, Z2m € Bm, @ zbog prve osobine ovih kugli, imamo

d7wm - 07 3 .
(z z)<m—> (n,m — o)

Dakle, niz (z,) je Cauchyjev, pa zbog kompletnosti prostora on
mora biti i konvergentan.

Iz proizvoljnog niza u M izdvojili smo konvergentan podniz, te je M
relativno kompaktan skup. &

Sada se lahko dokazuje joS jedna karakterizacija relativne kom-
paktnosti.
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Posljedica 1.6.6. Neka je M podskup kompletnog metri¢kog pros-
tora X. Ako za svako ¢ > 0 postoji kompaktna s-mreza skupa M
tada je M relativno kompaktan skup.

Teorem 1.6.7. Svaki kompaktan metricki prostor je separabilan.

Dokaz : Zbog kompaktnosti prostora X, za svako n € N, postoji
konacna i-mreza N, za X. Posmatrajmo skup

N:UNﬁ

neN

Kao prvo N je najviSe prebrojiv, kao prebrojiva unija konac¢nih
skupova.

Neka je x € X proizvoljan. Za proizvoljno ¢ > 0, postoji n € N, takav
da je 1 < ¢, a tada mozemo naci element y iz 1-mreze N,, takav
da je d(z,y) < 1 < e, pa je octigledno N i svuda gust u X, tj. X je
separabilan prostor. &

1.6.1 Neprekidne funkcije na kompaktnim skupovima

Teorem 1.6.8. Neprekidna funkcija na kompaktnom skupu je ograni-
¢ena i dostize svoju najvecu i najmanju vrijednost.

Dokaz : Neka je M kompaktan skup i neka je f € C(M). Ako
pretpostavimo da f nije ogranicena, to bi znacilo da postoji (z,) C
M, takav da

f(zn) — 400, (n— o0) (1.21)

(ili eventualno f(z,) — —o0). Kako je M kompaktan, postoji podniz
(x,,) takav da z,, — z9 € M (k — o0), a onda zbog neprekidnosti
funkcije imamo

f(xn,) — f(xg) < +o00, (k— o00).
S druge strane, zbog (1.21) moralo bi biti
f(xn,) = +oo, (k—00),

a to je ocigledna kontradikcija. Dakle, f je ogranicena funkcija.
Sada zbog ogranicenosti funkcije imamo da je

r=sup f(z) < 400 .
zeM
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Na osnovu definicije supremuma, postoji niz (y,) C M, takav da je

(¥ € N) Flyn) > 7~

a ovo znaci da f(y,) — r (n — o0). Ponovo zbog kompaktnosti skupa
M, postoji (yn,) C (yn), takav da y,, — yo € M (k — o0). Ali tada bi
imali

f(ynk> - f(yo) ) (k - OO) )
odnosno, zaklju¢ujemo f(yy) = r. Dakle, funkcija dostize svoju na-
jvecu vrijednost.
Na analogan nacin se pokazuje da funkcija dostize i najmanju vri-
jednost, ¢ime je teorem dokazan. &

Teorem 1.6.9. Neprekidna funkcija na kompaktnom skupu je i uni-
Jormno neprekidna.

Dokaz : Neka je M kompaktan skup i neka je f neprekidna
funkcija definisana na M. Pretpostavimo da f nije uniformno nepre-
kidna funkcija. Negacijom definicije uniformne neprekidnosti to bi
znacilo

(320> 0)(n € M) 3ot (et < - A 1£1) = (el 2 o))

(1.22)
Na ovaj nacin su formirana dva niza (z,) i (/) u M iz kojih zbog
kompaktnosti mozemo izdvojiti konvergentne podnozove, tj. postoji
(«!, ) C (2}, takav da z,, — z; (k — o0). Kako je

ng

1
d(l';zk,l';;k) < n_k —0 ) (k - OO) )

zakljucujemo da tada mora vrijediti i z;;, — zj (¥ — o0). Medjutim,

to bi zbog neprekidnosti funkcije f znacilo

|f () = flan )l =0, (k—o0),
Sto je suprotno pretpostavci (1.22). &

Iako smo dali nekoliko karakterizacija kompaktnosti na proizvolj-
nim metrickim prostorima, od velikog su interesa sSto bolje karak-
terizacije, a njih mozemo dati na konkretnim metrickim prostorima.
Ovdje cemo dati jednu vaznu karakterizaciju relativne kompakt-
nosti na prostoru neprekidnih funkcija, poznati Arzela-Ascollijev
stav, koja je odigrala veliku ulogu u razvoju topologije i funkcionalne
analize. Kao prvo definisimo sljedece pojmove.
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Definicija 1.6.4. Neka je E C C(X). Za E kazemo da je skup pod-
jednako ogranicenih funkcija ako postoji konstanta M > 0, takva da
za proizvoljno x € X i za proizvoljnu funkciju f € E vrijedi

|flz)] < M.

Definicija 1.6.5. Za Skup E C C(X) kazemo da je skup podjednalko
neprekidnih _funkcija ako vrijedi

(Ve > 0)(36 = 6(c) > 0)(Vf € E)(Va',2" € X)(d(x,2") < § = d(f(a'), f(a")) < &) .

Teorem 1.6.10. (Arzela-Ascolli)

Neka je X kompaktan skup i C(X) prostor neprekidnih funkcija na
X, sa standardnom metrikom. Skup E C C(X) je relativno kompal-
tan ako i samo ako je on skup podjednako ogranic¢enih i podjednalko
neprekidnih _funkcija.

Dokaz : Neka je E relativno kompaktan podskup metrickog pros-
tora C(X). Kao takav, on je i ogranicen, pa postoje f, € C(X)ir >0,
takvi da je E C B(fy,r). Ovo znaci da za proizvoljno f € E vrijedi

d(f, fo) :Ifggqf(x)—fo(fﬂ <r. (1.23)
Neka je sada f € E proizvoljna i neka je € X takodje proizvoljno.
[f(@)] < [f(2) = fo(x)] + [fo(2)]
< d(f. fo) + max | fo(z)]|
< r+max|fo(z)] .

Kako je f, neprekidna funkcija, ona dostize svoju maksimalnu
vrijednost, te stavljajuc¢i da je M = r + max,cx | fo(z)| imamo,

[fl)] <M,

za svaku funkciju f € F i za svako = € X, a to znaci da je E skup
podjednako ogranicenih funkcija.

Skup F je relativno kompaktan skup pa za proizvoljno ¢ > 0
postoji konacna $-mreza za F i neke je cine funkcije fi, fa, ..., fu
(fi € C(X), i=1,2,...,n). Kako je svaka od funkcija f; (i = 1,2,...,n)
neprekidna na X, a time i uniformno neprekidna (na kompaktnom
skupu), to za proizvoljan ¢ > 0, postoji 6 = d(¢) > 0, tako da za
proizvoljne 2/, 2" € X, ¢im je d(2',2") < 6, onda je

e .
|fi(2") = fi(2")] < 307 L,2,...n.
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Gornja cinjenica vrijedi za sve funkcije f; (i = 1,2, ..,n), tj. postojeci
0 je vazeci za sve funkcije, a to je opravdano ¢injenicom da ovih
funkcija ima kona¢no mnogo.

Neka je sada f € E proizvoljna i izaberimo iz $-mreze njoj odgo-
varajucu funkciju f;, za koju vrijedi d(f, f;,) < 5. Neka su sada
a',2" € X, takve da je d(z',2") < 6. Sada imamo

[F(2) = f@)] < 1F@) = fio @) + [ fio(2') = fio (@")] + [ fio (2") = F(2")]
< d(f, fio) + |fio(x,) - fio(x”” + d(f, fio)

e € €

3 + 3 + 37 €.

Dakle, skup F je skup podjednako neprekidnih funkcija, a time

smo pokazali neophodnost uslova.

Dokazimo sada i dovoljnost uslova, tj. neka je E skup pod-
jednako ogranicenih i podjednako neprekidnih funkcija i dokazimo
njegovu relativnu kompaktnost. Ako je skup F konacan, tvrdnja
trivijalno vrijedi. Pretpostavimo zato da je E beskonacan skup.
Neka je (f;(x));en proizvoljan niz u E.

Zbog kompaktnosti skupa X imamo njegovu separabilnost i neka
je {x1,xq,...,x,,...} prebrojiv svuda gust skup u X. Kako je £ skup
podjednako ograni¢enih funkcija, to je niz ( f;(x1)):;en 0ogranicen skup,
a kao takav on sadrzi konvergentan podniz (f;, (z1))ken. Oznacéimo
ga jednostavnosti radi sa (f ) (7));en 1taj niz je konvergentan u tacki

r = z;. Ako sada posmatramo niz ( fz-(l)(l’g))ieN, on je opet ogranicen,
pa i iz njega mozZemo izdvojiti konvergentan podniz ( fi@) (x)) koji je
konvergentan u tacki x = z,, a kako je on podniz niza ( fi(l) (x)), on je
konvergentan i u tacki x = x;. Ako nastavimo ovaj postupak, dobit
¢emo niz nizova

V@) (2 @), (F @) s (£ (@),

koji imaju sljedece osobine:

A

e Svaki od njih je podniz polaznog niza (f;(z)).
e Pocev od drugog, svaki od njih je podniz niza koji je prije njega.
e m-ti niz je konvergentan u tackama = = xy, 2o, ..., T,.

Dijagonalnim postupkom formirajmo sada niz (¢;(x));en, tj-
¢i(z) = f(z) , i=1,2,..
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Jasno je da je novoformirani niz, podniz naseg polaznog niza. Osim
toga, kako je on, posmatrajuci ga od m-tog clana (m € N), podniz
m-tog niza (( fi(m) (x))), on je konvergentan u svim tackama svuda
gustog skupa {z, 22, ..., zp, ... }.

Neka je sada ¢ > 0 proizvoljan. E je skup podjednako neprekidnih
funkcija, onda postoji d(¢) > 0, takav da za sve 2/, 2" € X i za svaku
funkciju f € E vrijedi

di2',2") < = |f(2)— f(2")| <e. (1.24)

Za ovakav ¢, formirajmo kona¢nu é-mrezu skupa X (X je kompak-
tan). Neka je ¢ine elementi {yi,,...,yx}. Ne gubeéi na opsStosti
mozemo smatrati da su tacke nase j-mreze neke od tacaka svuda
gustog skupa {z,zs,...,2,,...}. Dakle, niz (¢;(x)) je konvergentan
u svakoj od tacaka y,ys,...,yx, a time je i Cauchyjev, tj. postoji
n =n(e) € N, takav da za proizvoljne i, j > 7 vrijedi

€

|0i(ys) — &5 (ys)] < 30 5=12..k. (1.25)
Neka je sada x € X proizvoljan. Iz §-mreze izaberimo y;, takav da je
d(x,y;,) < 6. Sada za i, j > 7 imamo

9i(x) — & ()| < |bi(x) — Di(Wio)| + [9i(Wio) — D5 (Wio)| +105(io) — @5(x)] -
Zbog (1.24) i (1.25) imamo

e € €
|¢Z(JI>—¢J(JI>| < g—i‘g‘i‘g =c€.
Dakle, za proizvoljno ¢ > 0, postoji » € N, tako da za sve 7,5 € N,
1, J >, vrijedi
|0i(x) — ¢;(x)] <e.

Ovo zna¢i da je niz (¢;(z)) Cauchyjev, a time i konvergentan u svim
tackama z € X, tj. on je uniformno konvergentan. Kako su pri
tome sve funkcije ¢; (i € N) neprekidne, zaklju¢ujemo da niz (¢;)
konvergira ka neprekidnoj funkciji ¢, i to u smislu metrike u C'(X).

Iz proizvoljnog niza (f;(z)) C E, izdvojili smo konvergentan pod-
niz (¢;(x)), Sto znaci da je skup FE relativno kompaktan skup, time
je dokaz teoreme zavrSen. &
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Glava 2

Banachovi prostori

2.1 Linearni vektorski prostori

Definicija 2.1.1. Neka je ¢ ili skup realnih (R) ili skup kompleksnih
(C) brojeva. Neprazan apstraktan skup V', snabdjeven sa dvije bina-
rne operacije” +” : V xV — V (sabiranje)i” -7 : & xV — V (mnozenje
skalarom) je (realan ili kompleksan) linearan vektorski prostor ako
i samo ako su za sve a,b € ¢ i sve u,v,w € V zadovoljeni sljedeci
uslovi:

1.
2.
3.

©® N O O

u+v € V (zatvorenost operacije sabiranja)
u+ (v+w) = (u+v) + w (asocijativnost sabiranja)

(30 € V)(Vu € V') 0 4+ u = u (egzistencija neutralnog elementa za
sabiranje)

(Vu € V)(Jv € V) u+ v = 0 (egzistencija inverznog elementa za
sabiranje)

u+ v = v 4+ u (komutativnost sabiranja)
a -u €V (zatvorenost operacije mnozenja sa skalarom)
a(bu) = (ab)u (asocijativnost mnozZenja sa skalarom)

(31 € ®)(Vu € V) 1-u = u (egzistencija neutralnog elementa za
mnoZenje skalarom)

a-(u+v) =a-u+ a-v (distributivnost mnoZenja skalarom u
odnosu na sabiranje)

46



2.1. Linearni vektorski prostori

10. (a +b) - u = a-u+ b-u (distributivnost u odnosu na sabiranje
skalara)

Elemente skupa ® nazivamo skalarima, a elemente skupa V
nazivamo vektorima. Mnozenje skalarom, a - u, uobicajeno zapisu-
jemo sa au, a za izraz u+ (—v) koristimo kra¢i zapis sa u —v. Gornja
definicija radi sa proizvoljnim apstraktnim skupom V, ne uzimajuci
u obzir o kakvoj vrsti elemenata je rijec. Tako skup V moze biti
skup realnih brojeva, ali takodje moze biti skup beskonac¢nih ni-
zova, skup integrabilnih funkcija, skup matrica i sl. 1z konteksta
¢e uvijek biti jasno sa kakvim objektima radimo i u daljem, kad god
kazemo "prostor”, podrazumijevamo linearan vektorski prostor.

U ispitivanju da li je V linearan vektorski prostor, prije ispiti-
vanja svih gornjih deset osobina, uobicajeno je prvo ispitati

e Da li V sadrzi nula element?

e Dalije V zatvoren u odnosu na operacije sabiranja i mnozenja
skalarom?

Ukoliko je odgovor negativan na jedno od ovih pitanja, V' nije lin-
earan vektorski prostor. Provjeriti da li su sljedec¢i skupovi sa

9 9

uobicajenim operacijama "+” i ”-” linearni vektorski prostori:
Primjer 2.1. 1. Skup R.
2. Skup R*.
¢

Primjer 2.2. 1. Neka su m,n € N. Skup M, ,, svih matrica for-
mata n x m.

2. Skup M?,,,,, svih kvadratnih matrica na ¢ijoj se dijagonali nalaze
samo nule.
3. Skup M?,,,, svih kvadratnih matrica na ¢ijoj se dijagonali nalaze
samo 2.
%
Primjer 2.3. 1. Skup Bja, b], svih ograni¢enih funkcija na segmentu
[a, b].

2. Skup A ={f € Cla,b]| f(a) =0}.
¢
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Definicija 2.1.2. Neka je V lienearan vektorski prostor. Za skup
W C V kazemo da je potprostor prostora V' ako vrijedi

1. Vu,veW)u+velW.
2. Mae®)VueW)aueW.

Drugacije receno W C V je potprostor ako je on sam za sebe
linearana vektorski prostor. Za skup W u tom slucaju kazemo da
je ilineal ili linearna mnogostrukost u V.

Lema 2.1.1. Ako sulW,,Ws, ..., W,, potprostori vektorskog prostora 'V,
tada je iW, N Wy N ---NW, vektorski potprostor od V.

Sa unijom potprostora stvari su malo drugacije. Naime, ako su
Wi i W, potprostori prostora V, njihova unija nemora biti potpros-
tor.

Primjer 2.4. U prostoru R? posmatrajmo vektore z = (1,1) i y =
(—1,1). Skupovi

Wi ={az| a e R}y, Wo = {fy| € R},
ocigledno su potprostori od R?. Medjutim, za a # 0,8 # 0 € R,
vektor z = ax + Sy ¢ Wi U W;.

W2 z W1

By ax

O

Definicija 2.1.3. Neka je V linearan prostor, vy, v, ..., v, vektoriiz V/
iay,ao, ..., a, skalariiz . Vektor

n

v=> aw;,

i=1

nazivamo linearnom kombinacijom vektora vy, vy, ..., v, sa koeficijen-
tima ay, ag, ..., Q.
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Ako je S C V, V linearan prostor, skup
i=1
nazivamo lienealom nad S ili linealom generisanim skupom S.

Lema 2.1.2. Neka je S podskup linearnog prostora V. Skup L(S) je
nagjmanji lineal u'V koji sadrzi skup S.

Dokaz : Kako je L(S) skup svih konaénih linearnih kombinacija
elemenata iz S, jasno je da vrijedi S C L(5).
Neka je L lineal koji sadrzi S. Kako vrijedi

(Ve,y € L)YVA\, p € ®) \e +uy € L,

jasno je da to vrijedi i za svaku konac¢nu linearnu kombinaciju
elemenataiz®i L, tj. L(S)C L. &

Primjetimo ovdje da svaki lineal u sebi sadrzi nula element, a to
znaci da je nula element sadrzan u svakom linearnom vektorskom
prostoru. Zato definicija disjunktnosti vektorskih prostora nije ista
kao disjunktnost skupova, tj. za linearne prostore W; i W, kazemo
da su disjunktni ako vrijedi

Wi N W, = {0} .

Za lineale vrijede sljedeca tvrdjenja koja su ostavljena cCitaocu
za vjezbu.

Lema 2.1.3. Neka suW i W, podskupovilinearnog prostora V. Tada
vrijedi:

1. W C L(W).

2. Akoje W C Wy, ondaje L(W) C L(W).

3. L(L(W)) = L(W).

4. Akoje W = @, onda je L(W) = {0}.

5. Akoje W C W, C L(W), ondaje L(W) = L(W;).

Definicija 2.1.4. Neka su W, i W, potprostori linearnog prostora V.
Skup Wy + Wy = L(W; U W,) nazivamo sumom potprostora W i Wj.
Za 'V kazemo da je direktna suma potprostora W, i W, ako vrijedi
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2.1. Linearni vektorski prostori

1. V - W1 U W2 l
2. Wy i Wy su disjunktni.

Direktnu sumu oznac¢avamo sa' V.= W; @& Ws, i tada kazemo da_je W
direktni komplement od W, i obrnuto.

Lema 2.1.4. Linearani prostor V je direktna suma potprostora W i
W, ako i samo ako se svaki element z € V na jedinstven nac¢in moze
prikazati kao z = x + y, gdje je x € Wi, ay € Ws.

I Definicija 2.1.4 i Lema 2.1.4 mogu se produziti na konac¢nu i
prebrojivu familiju potprostora.

Definicija 2.1.5. Neka je V' linearan vektorski prostor. Za vektore
1,22, ..., T, € V kazemo da su linearno zavisni ako postoji netrivi-
jalna kombinacija elemenata A\, A, ..., A, € @, takva da vazi

i=1

(pod netrivijalnom kombinacijom podrazumijevamo da je bar jedan
od \; (i € {1,2,...,n}) razli¢it od nule).

U suprotnom kazemo da su vektori x1, x», ..., ,, linearno nezavisni.
Za beskonac¢an skup vektora kazemo da su linearno nezavisni, ako
je proizvoljna konacna kolekcija tih vektora linearno nezavisna.

Lema 2.1.5. Neka je V' linearan vektorski prostor i neka je B C V
skup linearno nezavisnih vektora. Neka je za nekox € V skup BU{z}
linearno zavisan, tada x € L(B).

Definicija 2.1.6. Neka je V' linearan vektorski prostor. Skup lin-
earno nezavisnih vektora B C V nazivamo algebarskom bazom pros-
tora V, ako vrijedi L(B) = V.

Jasno je da jedan vektorski prostor moze imati vise baza, tj.
svaki skup linearno nezavisnih vektora koji generisu citav prostor,
je baza prostora.

Teorem 2.1.6. Svaki linearan vektorski prostor ima bazu.

Dokaz : Neka je V' linearan prostor i neka je B familija svih pod-
skupova od V' Ciji su elementi linearno nezavisni. Kako prazan
skup pripada B onda ta familija nije prazna. Lahko se provjerava
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da je B parcijalno uredjena inkluzijom (unija lanca skupova u B je
ponovo element u B). Na osnovu Zornove leme, postoji maksimalan
element B familije B.

Pretpostavimo da sada postoji element v € V takav da v ¢ B. To
onda znaci da je skup B U {v} linearno zavisan, a na osnovu Leme
2.1.5 onda imamo v € L(B). Ovo znac¢i da je L(B) =V, tj. B je baza
prostora V. &

Ako je B baza prostora V i ako je card(B) = n € N, kazemo
da je V konacno dimenzionalan prostor dimenzije n. Ukoliko je
card(B) = Ny, kazemo da je prostor beskona¢no dimenzionalan.

Jos u dokazu teorema o kompletiranju, imali smo priliku vidjeti
kako na koli¢nickom skupu mozemo raditi kao na bilo kom drugom
skupu, dfinisati operacije, metriku i sl. Uvedimo sada koli¢nicki
prostor kao linearan vektorski prostor.

Neka je X proizvoljan linearan vektorski prostor i neka je V neki
njegov potprostor. Uvedimo na X relaciju

r,2ye X, x~y &, r—yeV.
Trivijalno se pokazuje da je ovako uvedena relacija refleksivna,
simetri¢na i tranzitivna, a time relacija ekvivalencije. Dakle, ovako
uvedenom relacijom prostor X mozemo razbiti na klase ekvivalen-
cija, a skup svih klasa ekvivalencija nazivamo koli¢nickim skupom,
i za razliku od ranije korisStene oznake, ovdje ¢cemo taj skup iz
prakticnih razloga oznacavati sa X/V.

U svakom kolicnickom skupu mozemo uvesti operacije sabi-
ranja i mnozenja skalarom. Zaista, neka su ¢ i n proizvoljne dvije
klase iz X/V. Izaberimo po jedan element iz svake od tih klasa, npr.
x € { iy €n. Neka je ¢ ona klasa ekvivalencije koja sadrzi element
x + y. Stavimo sada da je

(=&+7.

Analogno, za a € ¢, neka je # ona klasa koja sadrzi element ax.
Mnozenje skalarom onda uvodimo sa

0 =at .

Lahko se provjerava da ovako uvedene operacije ne ovise od izbora
predstavnika klasa i da zadovoljavaju aksiome vektorskog prosora.
Time smo na skupu X/V definisali unutrasnju i spoljasnju kom-
poziciju, ¢ime on sam za sebe postaje jedan linearan vektorski
prostor.
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Definicija 2.1.7. Neka je X proizvoljan linearan vektorski prostor i
V' njegov potprostor. Dimenziju koli¢nickog prostora X/V nazivamo
lkodimenzija potprostora V' u prostoru X.

Dokaz sljedece jednostavne tvrdnje ostavljen je citaocu za vjezbu.

Lema 2.1.7. Ako je X konacno dimenzionalan linearni vektorski
prostor dimenzijen, a V' njegov potprostor dimenzije k, onda je kolicnicki
prostor dimenzije n — k.

Sljedeca tvednja je nesto opstijeg karaktera.

Teorem 2.1.8. Neka potprostor V. C X ima kodimenziju n. Tada
u X postoje elementi x1, xs, ..., x,, takvi da za svako x € X, postoji
jedinstvena reprezentacija

$:a1$1+a2x2+"'a'nxn+yv
gdje suay,as,...,a, € PiyeV.

Dokaz : Neka je kodimenzija potprostora V u X jednaka n, tj. di-
menzija koli¢nickog prostora X/V je n, pa u njemu postoje linearno
nezavisni vektori &, &, ..., &,, Koji ¢ine bazu tog prostora. 1z svake
od Klasa ¢; izaberimo po jednog predstavnika z;, te Klase.

Neka je sada z € X proizvoljan i neka je ¢ ona klasa ekvivalencije
koja ga sadrzi. Zbog baze, postoje jedinstveni A, A, ..., A, € @, takvi
da je

E=ME + N+ + A
Sada zakljucujemo da i z i \yz1 + Aoz + -+ + Nz, pripadaju istoj
klasi, a to znaci da se ova dva elementa razlikuju do na element iz
skupa V, tj. vrijedi

r=MNr1+XNro+ -+, +y,yelV.

Jedinstvenost ostaje citaocu za vjezbu. &

Definicija 2.1.8. Neka je L proizvoljan potprostor linearnog vek-
torskog prostora X, kodimenzije 1. Za potprostor L tada kazemo
da je hiperpours u prostoru X.

Hiperpovrs u jednodimenzionalnom prostoru je tacka, u dvodi-
menzionalnom prostoru je prava, u trodimenzionalnom prostoru to
je ravan itd. Generalno, u n-dimenzionalnom prostoru, hiperpovrs
je generesiana nedegenerisanom linearnom jednacinom

a1r1 + gy + -+ apxy, =0,

gdje nedegenerisanost znaci da nisu svi «; jednaki O.
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2.2 Normirani prostori

Definicija 2.2.1. Neka je X linearan vektorski prostor, na kome je
definisana funkcija || - || : X — R* U {0}, sa sljedeéim osobinama

1. (Vz € X) ||z|| > 0.

2. ||z|| =0, ako i samo ako x = 0.
3. (VA e ®)(Vo € X)|[Az]| = |\ ||z
4. (Vo,y € X) |z +yll < [lzfl + llyll.

Tada za funkciju ||-|| kazemo da je norma na X, a za X kaZemo da
_Jje normiran linearan vektorski prostor.

Ako je na X definisana norma ||
tora z”.

, izraz ||z|| ¢itamo "norma vek-

Primjer 2.5. Primjeri normiranih prostora:

1. Zax eciliz € ¢,

x|| = sup |z,
neN

o = (iu) .

x|| = sup |x,|.
neN

S

2. Zaxel, (1 <p<oo),

3. Zazx€l,,

4. Za z € Cla, b,

z|| = max |x(t)].

z|| = (/Q |x<t)|pdt) %.
¢

Lema 2.2.1. Neka je X normiran linearan vektorski prostor. Tada
za proizvoljne x,y € X vrijedi

5. Zaz e L,(Q) (1 <p< o),

]l = Nyl < fle =yl -
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Dokaz : Neka su z,y € X proizvoljni. 1z relacije trougla imamo
[zl = [l =y +yll < llz =yl +llyll

odnosno,
]| = [yl < ||z —y]| - (2.1)

Prostom zamjenom uloga z i y, dobijamo
Iyl =Mzl <z =yll
ili
—llz =yl < ll=ll = llyll - (2.2)
Iz (2.1) i (2.2) dobijamo trazenu nejednakost. &
DefiniS§imo sada pomoé¢u norme, funkciju d : X x X — R* U {0},
na sljedeci nacin
dz,y) =z -yl , zyeX.
Nije tesko provjeriti da ovako definisana funkcija zadovoljava sve
uslove Definicije 1.1.1, pa je na ovaj nacin uvedena metrika na
X, za koju kazemo da je inducirana normom u datom prostoru.
Samim tim imamo da je svaki normiran linearan vektorski prostor
ujedno i metricki prostor, te sve Sto je receno za metricke prostore
vrijedi i za normirane prostore.

Tako sada imamo, za niz (z,),ey € X kaZemo da konvergira ka
elementu z, € X, ako vrijedi

|zn — 20| = 0, (n — 00) .
Niz (z,) C X je Cauchyjev ako vrijedi
|ty —zm|]| — 0, (n,m — oc0) .

Definicija 2.2.2. Za skup A, podskup normiranog prostora X kazemo
da je ogranicen, ako vrijedi

(AM > 0)(Vz € A) ||z|| < M .

Kako je svaki konvergentan niz i ogranicen, to ako vrijedi z,, — x
(n — o0), onda je ||z,|| < M, zaneko M > 01iza svako n € N.

Lema 2.2.2. Neka su (z,) i (y,) konvergentni nizovi u normiranom
linearnom vektorskom prostoru X. Tada je i niz (z, + y,) konvergen-
tan u X.
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Dokaz : Neka z,, — o iy, — yo (n — ), tj.
20 — 20|l = 0, [[yn — ol =0, n— 0. (2.3)
Sada vrijedi

1Gzn +yn) = (20 + yo) | = [1(2n = 20) + (Yn — vo) | < [l2n = 2ol +[1yn — voll
(2.4)

pa zbog (2.3), izraz na desnoj strani u (2.4) tezi ka O, tj. vrijedi

Tp + Yn — o+ Yo , (N — 00)

&

Lema 2.2.3. Neka je (z,,) konvergentan niz u normiranom linearnom
vektorskom prostoru X inekaje ()\,) konvergentan niz skalara. Tada
je iniz (\,x,) konvergentan u X.

Dokaz : Neka x,, — 29 i A\,, — Ao (n — o0). Tada imamo

[AnZn — Aol = [[(An — Ao)Tn + Ao(Tn — 0)|]
< [[(An = Ao)zall + | Ao(@n — 20) ||
[ A = Aol l|zall + Aol |2n — 2ol -

Zbog ogranicenosti niza (z,), zakljuéujemo da posljednji izraz tezi
ka 0O, kada n — oo, pa zakljucujemo da vrijedi

ATy — Aoy , (N — 00) .

)

Ako u prostoru X imamo algebarsku bazu, tada se svaki vek-
tor tog prostora moze na jedinstven nacin prikazati kao linearna
kombinacija vektora baze, tj. za v € X

37:2 ZTi€q ,

iel

gdje je {e;| i € I} baza prostora. Skalare z; (i € I) nazivamo koordi-
nate vektora z. Ako sada posmatramo neki niz (z,),cy U tom pros-
toru, onda zajedno sa njim mozemo posmatrati i nizove njegovih
koordinata (z!"),en (i € I).

)
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Definicija 2.2.3. Neka je (z,,),cn Niz u normiranom prostoru X . Uko-
lilkco su svi nizovi koordinata tog niza konvergentni, tj.

(VieI)a} —af, (n—o0),
kkazemo da niz (z,) konvergira po koordinatama.

Teorem 2.2.4. U konacno dimenzionalnim normiranim prostorima
lconvergencija po normi i konvergencija po koordinatama su ekviva-
lentne.

Dokaz : Neka je X n-dimenzionalan normiran prostor sa bazom
{e1, €9, ...,e,} 1 neka je niz (xy)reny C X. Tada za svako k£ € N imamo

n
Ty = E xfei .
i=1

Pretpostavimo da je niz (r;) konvergentan po koordinatama, t;j.
neka je zf — 2? (k — ), zai=1,2,...,n . Oznacimo sa 2° = >_""  2¥¢;,
onda imamo

n

Sk~ a9

i=1

n
< D laf =l el
i=1

n
< g lled et - all
1=

Jou - ) =

Posljednji izraz tezi ka O, kada pustimo da k£ — oo, pa zakljucujemo
da x; — zo (k — 00), fj. niz je konvergentan i po normi.
Pretpostavimo sada da niz (z,) konvergira po normi elementu
2% i neka vrijede reprezentacije tih elemenata u bazi prostora, kao
Sto smo to uveli gore. Pokazimo da su u tom slucaju svi nizovi
koordinata naseg niza ograniceni.
Pretpostavimo da to nije ta¢no, tj. da za neko iz € {1,2,...,n} je
xfo — 00 (k — o0) (u stvari postoji podniz ovog niza ali necemo
izgubiti na opsStosti ako pretpostavimo da to vrijedi za citav niz).
AKko sa o, oznacimo sumu apsolutnih vrijednosti koordinata k-tog
elementa naseg niza, tj.

n
o= l|zf|,
i=1
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onda zbog ucinjene pretpostavke mora biti o, — 400 (K — o0).
Formirajmo sada novi niz

n
_ Tk Z k
Yk = = Y; €,
Ok 5
=1

gdje je yF = g Kako o, — oo, to onda y, — 0, jer je niz (zy), zbog
konvergencije, ogranicen. Osim toga vrijedi
|z

Ok

k| _
il =
tj. nizovi koordinata niza (y;) su ograniceni, pa prema Bolzano-

Weierstrassovom teoremu, postoji podniz (k;) niza prirodnih bro-
jeva, tako da za svako i = 1,2, ..., n vrijedi

kj

yi' =y, (kj — 00) .

Ovo onda znaci da podniz (y;,) € (yx) konvergira po koordinatama

ka elementu .
y’ = Z yiei .
i=1

Medjutim, kako smo vec¢ utvrdili y, — 0 (k — o0), a onda i svaki
njegov podniz mora konvergirati ka O, tj. mora vrijediti

?JO:iygez’:O-
=1

Zbog linearne nezavisnosti vektora baze zakljucujemo onda da je
W =0, zasvakoi=1,2,..,n .

Ovo ipak nije moguce jer vrijedi

2 ll=3 D= =1,
i=1 i1 ki
a pri tome je

k,
> 1w =D =0, (k; — 00) .
=1 i=1
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Dobijena kontradikcija znaci da su svi nizovi
k .
(.Ti)keN , 1= 1,2,...,n

ograniceni (preciznije, dokazali smo da su za ogranicen niz, svi ni-
zovi njegovih koordinata ograniceni).
Posmatrajmo sada niz (z;), definisan sa

l’k—l’o

keN.

2p =
e =20

(Podrazumijevamo da je ||x;, — 2°|| # 0). Kako je on ogranicen, jer
|zl =1, zasvako ke N,

zakljucujemo da su i svi nizovi njegovih koordinata ograniceni.

Dakle, nizovi
it i=1,2, ...
e — 2 ) ey T

su ograniceni. Kako smo pretpostavili konvergenciju po normi, tj.
|lzx — 2°|| — 0 (k — oc), gornje ¢e biti ta¢no jedino u slucaju ako za
svako ¢ = 1,2, ...,n vrijedi

xf—>x?, (k — o) ,

a ovo ne znaci nisSta drugo do konvergenciju po koordinatama naseg
niza. &

Sljedecim primjerom pokazujemo da ove dvije konvergencije nisu
ekvivalentne u beskona¢no dimenzionalnim prostorima. Sta vise,
pokazuje se da je konvergencija po normi “jaca” od konvergencije
po koordinatama.

Primjer 2.6. Posmatrajmo u prostoru [, (1 < p < oo) niz vektora
(en)nEN’ gdje je
en=(0,0,..., 1 _,00,.).

n—to mjesto

Za nizove koordinata ovih vektora vidimo da za dovoljno veliko k €
N, je |e¥ — 0] = 0 (za proizvoljno k£ > n), pa svi nizovi koordinata su
konvergentni ka O.

Medjutim, za n,m € N, n # m, vrijedi

> 1
||en_emH = (Z‘ezn_e:er) =27,
i=1
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pa zakljuéujemo da niz (e,) nije Cauchyjev, a tim prije nije ni kon-
vergentan. <

Iz metrickih prostora preuzimamo i definiciju kompletnosti, tj.
normiran prostor je kompletan, ako je u njemu svaki Cauchyjev
niz konvergentan. Sada definiSimo i glavni pojam ove glave.

Definicija 2.2.4. Kompletan, normiran, linearan vektorski prostor
se naziva Banachov prostor.

Primjer 2.7. Neki od standardnoh primjera Banachovih prostora su
¢, ¢, lp, (1 < p < o0), Cla,b], Lya, b], na kojima su norme uvedene kao
u Primjeru 2.5.

Sljedecim primjerom dajemo normiran linearan vektorski pros-
tor koji nije Banachov.

Primjer 2.8. Posmatrajmo skup C|0, 2], neprekidnih funkcija na seg-
mentu [0,2]. Za z € C[0, 2] stavimo

HM=AkWWh

¢ime smo definisali normu na C|0, 2].
Posmatrajmo sada sljedeci niz funkcija

1 ;v el0,1)
falz) =2 14+n—nzx ; x€[1,1+% , neN.
0 ; re(1+12

Za proizvoljne n,m € N, n # m, imamo
1|1 1
o= bl = 5]

5 ‘—>O,(n,m—>oo).

n m
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Dakle, (f,) je Cauchyjev niz. Medjutim, oc¢igledno da f, — f* (n —
00), gdje je

|1 xzel0,1)
f(x)_{(] ; xel,2]

ali f* ¢ C[0,2], tj. dati Cauchyjev niz nije konvergentan. ¢

Kao i kod metrickih prostora i ovdje navodimo ekvivalentan teo-
rem o kompletiranju.

Teorem 2.2.5. Svaki normiran linearan vektorski prostor se moze
lkkompletirati, tj. za svaki normiran linearan vektorski prostor X, pos-
toji kompletan normiran linearan vektorski prostor X, takav da_je X
svuda gust u X.

Definicija 2.2.5. Neka je X Banachov prostor i neka je Y C X.
Ako je Y sam za sebe Banachov prostor u odnosu na algebarsku i
metricku strukturu koju u njemu inducira odgovarajuca struktura iz
X, kazemo da je Y Banachov potprostor od X.

Sama cinjenica da je Y vektorski potprostor od X ne mora znaciti
da je on i Banachov potprostor, jer se pojam “vektorski potpros-
tor” odnosi samo na algebarsku strukturu, dok se pojam "Bana-
chov potprostor” odnosi i na algebarsku ali i na metricku strukturu
skupa.

Primjer 2.9. Posmatrajmo skup A C [, koji u sebi sadrzi sve nizove
koji imaju samo konac¢no mnogo koordinata razlicitih od nule, tj.

r€AES = (r1,79,...,7,,0,0,...) .

Lahko se provjerava da je A vektorski potprostor od [,. Medjutim,
posmatrajmo niz

1 1 1
(Tn)nen , Tn = (1,§,§,...,2—n,0,0,...) , mneN.

Ocigledno (z,,) C A i pri tome je za n,m € N (m < n)

n 1 D

i=m+1

Dakle, (z,) je Cauchyjev niz ali on nije konvergentan u A jer ocigledno
za niz r* = (5= )nen vrijedi

1
o0 1 P
||xn—x*||:<z 2—) 0, o0,

i=n+1
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.z, w2 (n—oo0)aliz* ¢ A. &

Dokaz sljedece proste cinjenice ostavljamo citaocu za vjezbu.

Lema 2.2.6. Svaki zatvoreni vektorski potprostor Banahovog pros-
tora je Banachov potprostor.

Iz linearne algebre nam je poznat stav

Teorem 2.2.7. Svaka dva konac¢no dimenzionalna linearna vek-
torska prostora, iste dimenzije, su izomorfni.

Dokaz : Neka su X i Y dva kona¢no dimenzionalna linearna vek-
torska prostora, dimenzije n € N. Ako pokazemo da je naprimjer X
izomorfan sa R"”, onda kako je izomorfizam relacija ekvivalencije,
tvrdjenje ce biti dokazano.

Dakle, neka su vektori ey, e, ...,e, baza prostora X i neka je z =
(21,2, ...,x,) proizvoljan element iz R". DefiniSimo preslikavanje
f :R"” — X na sljedeci nacin,

f(l') = inei .
i=1

Nije tesko vidjeti (provjeriti!) da je f bijektivno preslikavanje. Osim
toga vazi,
fOa" + pa”) = M (@) + pf (2")

pa je f izomorfizam iz R" u X.

Dakle, X je izomorfan sa R", a na isti na¢in se pokazuje da
je R™ izomorfan sa Y, pa na osnovu tranzitivnosti, zakljucujemo
izomorfnost prostora X i Y. &

Kao direktnu posljedicu gornjeg teorema imamo sljedeca dva
tvrdjenja,

Posljedica 2.2.8. Svaki konacno dimenzionalan linearan vektorski
prostor je kompletan.

Drugacije receno, linearan vektorski prostor konac¢ne dimenzije
je Banachov prostor.

Posljedica 2.2.9. Akoje Y konacno dimenzionalan potprostor normi-
ranog prostora X, onda je Y zatvoren potprostor od X.
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Definicija 2.2.6. Neka je X normiran linearan vektorski prostor i
neka su |-||, i ||-||, dvije norme definisane na X. Kazemo da su ove
norme ekvivalentne ako postoje konstante C1,Cs; € R, tako da za
svako v € X, vrijedi

Cllzlly < llzfl, < ol -

Jos jedna specificnost kona¢no dimenzionalnih prostora iskazana
je sa

Teorem 2.2.10. Neka je X konacno dimenzionalan normiran pros-
tor. Svake dvije norme, definisane na X, su ekvivalentne.

Dokaz : Neka je X konac¢no dimenzionalan prostor i neka su
|-l; i []-]|, dvije norme definisane na X. Pretpostavimo da one nisu
ekvivalentne. To znaci da za svako k € N, postoji z;, € X, takav da
vrijedi

laell, > & llall, -

Na ovaj nacin smo definisali niz (z;) C X. Pomoc¢u njega definiSimo

novi niz y;, = W’;”l za koga vrijedi
1
Hkal:E—)O7 (]CHOO),
tj. yx — 0 po normi || - ||;. Zbog toga zakljuéujemo da niz (y)

konvergira i po koordinatama. Kako je X konac¢no dimenzionalan
prostor, onda su u njemu ove dvije konvergencije ekvivalentne, pa
sada iz konvergencije po koordinatama zakljucujemo da je ovaj niz
konvergentan i po normi || - ||. Medjutim,

B[S
kgl

lyxll, = >1,

pa ocigledno nemoze vrijediti y, — 0 (£ — o0), a to je kontradikcija.
Dakle za neko () i za svako x € X vrijedi,

[z, < Gyl -

Na analogan se nacin pokaze da mora vrijediti i druga nejednakost
iz definicije ekvivalentnosti normi. &

Ovakvu situaciju, Sto je vec za ocekivati, nemamo u beskonacno
dimenzionalnim prostorima. Da se u to uvjerimo, posmatrajmo
sljedec¢i primjer.
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2.2. Normirani prostori

Primjer 2.10. Neka je BJ[O,1] skup svih ogranicenih i integrabilnih
funkcija na segmentu [0, 1]. DefiniSimo funkcije ||-|,,|-[|, : B[0,1] —
R* U {0} na slijedeé¢i nacin,

re B0, el = s O] el = [ letolar

Citaocu je ostavljeno da pokaze da su ovako definisane funkcije,
norme na B[0, 1.
Posmatrajmo niz funkcija (f,).en, zadat sa

. 1
fn(x):{(l) ﬁigﬁ neEN.

Lahko sada provjeravamo da vrijedi

1 1
0 1
I£ull = s (0] = 1 odnosno [, = [ |0l = ["dt =~ nen.

0

Ovo znaci da je
T [[full, =1, Jim || £l =0,

iz ¢ega je ocigledna neekvivalentnost definisanih normi na B|0, 1].

%

U razmatranju osobine kompaktnosti u metrickim prostorima,
vidjeli smo da je svaki relativno kompaktan skup ogranicen i da
je svaki kompaktan skup zatvoren. Kod konac¢no dimenzionalnih
prostora to su i dovoljni uslovi.

Teorem 2.2.11. Neka je X konacno dimenzionalan normiran pros-
tor. Da bi skup A C X bio relativno kompaktan potrebno je i dovoljno
da je on ogranicen skup.

Dokaz : Na osnovu Teorema 1.6.3 imamo potrebne uslove.
Dokazimo neophodnost. Neka je A ogranicen podskup od X i neka
je (x,) proizvoljan niz u A. Kako su to ujedno elementi prostora X,
a ovaj je dimenzije n, to vrijedi,

n
k
T = 5 rie; ,
i=1
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2.2. Normirani prostori

gdje sue; (1 =1,2,...,n) vektori baze prostora X. Zbog ogranicenosti
niza i nizovi njegovih koordinata su ograniceni, pa za svako i =
1,2, ..., n, postoji podniz (z}”) C (2¥), takav da

xfjﬁx?, (j — 00) .

Ovo znaci da podniz (7;) C (z;) konvergira po koordinatama, pa na
osnovu Teorema 2.2.4, taj je podniz i konvergentan.

Iz proizvoljnog niza smo izdvojili konvergentan podniz, dakle A je
relativno kompaktan skup. &

Teorem 2.2.12. Neka je X konacno dimenzionalan normiran pros-
tor. Da bi skup A C X bio kompaktan potrebno je i dovoljno da je on
ogranicen i zatvoren skup.

Sljedecom teoremom dobijamo objasnjenje zasto tvrdjenje Teo-
rem 2.2.11 nije tacno u beskonac¢no dimenzionalnim prostorima.
Nazivamo je Rieszovom teoremom ili "teorem o skoro normali”.

Teorem 2.2.13. Neka je L neprazan pravi podprostor Banachovog
prostora X. Tada za svako ¢ > 0, postoji z. € X, za koga vrijedi

lel|=1 i d(z.,L)>1—¢.

Dokaz : Neka je € > 0 proizvoljno zadat. Kako je L pravi podpros-
tor od X, postoji zp € X \ L. Zbog zatvorenosti L tada vrijedi

d([lj’o,L) =d>0.
Kako je po definiciji

(w0, L) = inf || = zo]]

postoji niz (z,) C L, takav da je zadovoljeno
||z — xol| =dp — d >0, (n — 00) .

Ne gubeci na opstosti, mozemo smatrati da je d,, > 0 za svakon € N.

( )
y d?’L

za koga ocigledno vrijedi ||y,|| = 1, za n € N. Neka je sada = € L
proizvoljan, onda imamo

o ||x0_$n_dan o ||x0— ($n+dnﬂf)H
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2.2. Normirani prostori

a kako je L podprostor, to z,, + d,x € L. Zato mozemo zakljuciti
d

1
n— || > = inf ||z — y|| = — .
lym = 2|l 2 - inf ||lzo —yl] = -

Kako d,, — d (n — o0), postoji ny € N, tako da za n > ny vrijedi

d >1

— —€.

dn,
Uzimajuéi da je z. = y,,, zakljucujemo da je ||z. —z|| > 1 —¢, za
svako z € L. Kako desna strana posljednje nejednakosti ne ovisi o
x € L, uzimajuc¢i infimum dobijamo

d(ze, L) = inf ||z. —z|| > 1 —¢,
zel

Sto je i trebalo dokazati. &

Na osnovu Rieszove teoreme sada jednostavno zakljucujemo da
u svakom beskonacno dimenzionalnom Banachovom prostoru pos-
toje ograniceni skupovi koji nisu relativno kompaktni. Zaista, neka
je X proizvoljan beskonacno dimenzionalan prostor i neka je z; € X
proizvoljan, takav da je ||z;|| = 1. Posmatrajmo

Li={xeX|xz=Ar;, A€ &} .

Tada je o¢igledno L C X i dim(L) = 1. Kako je X # L, prema
Rieszovoj teoremi postoji z, € X'\ L, takav da je ||z3|| = 11 d(zq, L1) >
1. a tim prije je zadovoljeno ||z, — z1|| > 3. Oznacimo sada sa L,
lineal nad vektorima x; i x3. dim(Ly) = 2 pa je opet X # L, te na
osnovu Rieszove teoreme postoji x5 € X \ Lo, ||zs|| = 11 d(zs, Ls) > 1.

Lahko provjeravamo da ce vrijediti

L.
w3 = 21l] = 5 1 |lzs — 2o =

sa osobinama

— N =

Nastavimo li ovaj postupak, dobi¢emo niz (z,

(neN) llonll =1 . (VmmEN, n£m) |[on -z > % |
Zbog prve osobine dobijeni niz je ocigledno ogranicen, a zbog druge
osobine iz njega ocigledno nemozemo izdvojiti niti jedan konvergen-
tan podniz. Dakle, skup {z,| n € N} je ogranic¢en ali nije relativho
kompaktan.
Pokazimo jos jednu specificnu vezu izmedju potprostora zadatog
Banachovog prostora
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2.2. Normirani prostori

Teorem 2.2.14. Neka je X Banachov prostor i neka su L, i L, dis-
Jjunktni potprostori od X. Ako je bar jedan od potprostora konacne
dimenzije, tada je i L, & L, potprostor od X.

Dokaz : Neka su Ly, L, C X disjunktni, tj. L; N Ly, = {0} i neka
je recimo L, konac¢ne dimenzije. Oznac¢imo sa L = L1 & L,. Za L
znamo da je vektorski potprostor od X, pa nam ostaje pokazati da
on mora biti zatvoren. Neka je (z,) proizvoljan niz u L, takav da
x, — xo (n — o0). Pokazimo da z, € L. Kako je L direktna suma, to
za svako n € N, postoje 2/, € Ly i 2! € L, takvi da je z,, = =/, + 2.
Pretpostavimo sada da je na ovaj nacin formirani niz (z/,), neogranicen,
tj. ||2,]] = 400 (n — o0). Formirajmo nove nizove na sljedeci nacin,

/ "
In r Ty n_ Tn

AR AR A

Yn

Kako je niz (z,,) konvergentan, on je i ogranicen, pa zaklju¢ujemo
da y, — 0 (n — o0).

Za niz (y,,) vrijedi, ||y,|| = 1, tj. on je ogranic¢en niz u konacno di-
menzionalnom prostoru, pa iz njega mozemo izdvojiti konvergentan
podniz (y, ). Kako je

T xl +al , "
= el T e
onda vrijedi i
Y = Yy + Yn, - (2.5)

Sada zbog konvergencije nizova (y,,) i (y,, ), zakljucujemo da takav
mora biti i niz (y,, ). Neka jey, — yoiy, — y; (k — o0). 1z (2.5),
pustajuci da £ — oo, imamo

0=y,+y

pri ¢emu, zbog zatvorenosti potprostora, vrijedi y, € L, i y € Lo.
Kako su ovi potprostori disjunktni, iz posljednjeg zakljucujemo da
mora vrijediti y; = y5 = 0. Dakle, y,, — 0 (k — o0), ali to je nemoguce
zbog ¢injenice da je ||y, || = 1 za sve n € N.

Dakle, niz (z/,) je ograniCen niz, pa iz njega mozemo izdvojiti
konvergentan podniz (r;, ) i neka je z;, — xj € L, (k — oc). Jasno je
sada da zbog Cinjenice z,, = ;, + 7, , i konvergencije nizova (,,)
i (2, ), mora i niz (z; ) biti konvergentan. Neka je z;, — x5 € Ly

(n — o0). Sada jednakost

"

o
Ty, = Ty, +xnk ,
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2.2. Normirani prostori

pustajuci da £ — oo, prelazi u jednakost
Ty =z + Xy

pri ¢emu su zj, € L; i 2 € Ly, pa zaklju¢ujemo da z, € L. Dakle,
L sadrzi sve svoje tacke nagomilavanja, pa je kao takav, zatvoren
potprostor, tj. Banachov potprostor od X. &

Da direktna suma proizvoljnih potprostora nemora biti potpros-
tor, pokazimo primjerom.

Primjer 2.11. U prostoru [, posmatrajmo podskupove L; i L, zadate
sa

r Y

. 1
LI:{<£n>elz|£2n=0,neN},LF{(m)ezszz : nEN,r>§}.

Lahko se provjerava da su L, i L, linearni vektorski potprostori od
l» i da su disjunktni, tj. L; "L, = {0}. Posmatrajmo sada nizove (z,,)
i (y,) zadate sa

0 ; 2=2k
Tp=(Eien, &= 1 5 i=2k—1, k=1,2,..,n
0 ; i1=2k—1,k=n+1n+2 ..

-1 ; i=2k—-1,k=1,2,...,n
n n 0 ; i1=2k—1,k=n+1n+2, ..
Yn = (07 )ien , 1 = Lo =2k k=1,2,..,n
0 ; 1=2k, k=n+1,n+2,..
Jasnojedaz, € L, ay, € Ly, za svako n € N.
Oznacimo L = L; @ L, i stavimo da je z, = z, +y, (n € N). Tada je
niz (z,) zadat sa

0 ; i=2k—1,k=1,2,..
Zn=((Mien, "'=14 —&% ; i=2k k=1,2,...n
0 ; 1=2k, k=n+1,n+2,..
Ocigledno z, — 2, (n — o0), gdje je
0 ; 1=2k—-1, k=1,2,...
— 0 0: ) Y bl 9
2= (Gien s G {—,%r ;i=2k k=12, ..

2y € ly jer je

|20l = (Z\CEP) = (Z (22_711)2,) < o0.

i=1

67



2.2. Normirani prostori

Medjutim, z, ¢ L. Zaista, ako bi to bio slu¢aj, postojali bi =y € L,
iyo € Loy, takvi da je zp = x¢ + yo. Ali tada bi moralo biti

1 1 1
2o = (1,0,1,0,...,1,0,...) , yo = (—1,—?—1,—?,...,—1,—— ) .

Ocigledno =y ¢ L; iyy ¢ Lo, padaklei z, ¢ L.
Dakle, postoji niz (z,) C L, takav da z, — 2y (n — o), a 2y ¢ L, pa
zakljucujemo da L nije potprostor od /5.

%
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Glava 3

Linearani operatori

Neka su X i Y dva proizvoljna prostora. Preslikavanje A : X — Y
nazivamo operator, pri cemu koristimo standardnu definiciju pres-
likavanja. Dakle, pod terminom operator podrazumijevamo na-
jopstiji oblik preslikavanja, tj. kada se podrucje originala nalazi u
proizvoljnom prostoru X, a podrucje slika u proizvoljnom prostoru
Y. Sa D4 C X ¢emo oznacavati domen preslikavanja operatora A
i podrazumijevamo da je on linearan vektorski prostor. Sa R4 C Y
oznacavamo podrucje slika ili kodomen operatora A. Za » € X,

djelovanje operatora A uobicajeno ¢emo zapisivati sa Az, umjesto
A(zx).

3.1 Ogranicenost i neprekidnost

Definicija 3.1.1. Za operator A : X — Y kazemo da je aditivan ako
i samo ako za proizvoljne x1, x5 € D4, vrijedi

A(.Tl + 1’2) = A.Tl + AJJQ .

Definicija 3.1.2. Za operator A : X — Y kazZemo da _je homogen ako
i samo ako vrijedi

(Vo € Dy) (VA € @) A(A\z) = Nz .

Definicija 3.1.3. Za operator A: Dy C X — Y kaZemo da je linearan
operator ako i samo ako je on istovremeno aditivan i homogen, tj. ako
vrijedi

(V1,0 € Do)V, 1 € ) ANz + pao) = NAxy + pAzy .
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3.1. Ogranicenost i neprekidnost

Lema 3.1.1. Za proizvoljan linearan operator vrijede osobine:
1. A0 =0.
2. A(—z) = —Ax.
Dokaz :

1. Iz osobina linearnog vektorskog prostora i linearnosti opera-
tora imamo

Ax = A(z +0) = Az + A0 ,

a zbog jedinstvenosti neutralnog elementa za sabiranje imamo
A0 = 0.

2. Koristeci gornju osobinu i linearnost operatora, imamo
0=A0=A(x + (—2)) = Az + A(—=x) ,
iz cega je zbog jedinstvenosti inverznog elementa za sabiranje

onda A(—z) = —Ax.

)

Definicija 3.1.4. Za linearan operator A : X — Y kaZemo da je
neprekidan u tackizy € D4 ako i samo ako za svaku okolinuV tacke
Axy, postoji okolina U tacke z,, tako da je za svako x € U, Az € V.

Ako su X i Y metri¢ki prostori, gornju definiciju iskazujemo sa
(Ve > 0)(30 =0d(g) > 0)(Vz € Dy)(dx(z,z0) < 6 = dy(Ax, Axg) <€) ,
a u normiranim prostorima sa
(Ve > 0)(30 =d(e) > 0)(Vo € Da)(||z — zol||x < = ||Ax — Axgl]y <) .

Kazemo da je linearan operator neprekidan na skupu D ako je
neprekidan u svakoj tacki skupa D.

Za definisanje pojma neprekidnosti mozemo koristiti i nizovnu
definiciju.

Definicija 3.1.5. Za linearan operator A : X — Y kaZemo da je
neprekidan u tackiz, € D4 ako za proizvoljan niz (z,) C X, takav da
T, — T (n — o), vrijedi

Az, — Azg, (n — 00) .
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Teorem 3.1.2. Ako je aditivan operator A : X — Y neprekidan u
Jjednoj tacki domena, onda je on neprekidan na ¢itavom domenu.

Dokaz : Neka je A : X — Y aditivan operator i neka je z, €
D, tacka u kojoj je operator neprekidan. Neka je sada z € Dy
proizvoljan. Uzmimo proizvoljan niz (z,) C D,, takav da =, — =
(n — o0). Posmatrajmo niz (z,, — z + o) C D4. Ocigledno vrijedi

Ty — T+ T9— 2o, (Nn— 00),
pa zbog neprekidnosti operatora u tacki z, imamo
Az, —x + x9) — Ao, (n — 00) .

Na osnovu aditivnosti i osobina limesa, sada vrijedi

lim A(x, —xz+x9) = lim (Az, — Az + Ax)
= lim Az, — Az + Az
= Al’o 5

iz cega je onda
lim Az, = Ax ,

n—oo

tj. operator je neprekidan i u tacki x. Zbog proizvoljnosti © € D4,
zakljucujemo da je A neprekidan na citavom skupu Dy. &

Definicija 3.1.6. Neka je A : X — Y linearan operator. Kazemo da
je A ogranicen linearan operator ako vazi

(M > 0)(¥x € X) || Aally < M o]y - 5.1)

Infimum svih mrojeva M za koje vazi (3.1) nazivamo norma op-
eratora A i oznacavamo je sa ||Al|,_, ili jednostavno sa |A||, po-
drazumijevajuci djelovanje operatora. Linearan operator je ogranicen
ukoliko mu je norma konacna i pri tome onda vrijedi

(Vo e X) [[Azlly < [[Allx_y l2]lx -

Teorem 3.1.3. Neka je A : X — Y ograni¢en homogen operator.
Tada vrijedi
[Az]]

|Al| = sup ——— = sup ||Az| = sup [Az| .
sex\(oy [zl jzp<a e =1
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3.1. Ogranicenost i neprekidnost

Dokaz : Oznac¢imo sa

R Ve
= p

zex\{oy |||
Tada za svako ¢ > 0, postoji 2’ € X \ {0}, takav da je ||A2’| / [|']| >
a—¢g, §. ||A2'|| > (o —¢) ||2'||. Na osnovu definicije norme operatora
onda imamo ||A|| > « — ¢, za proizvoljno € > 0, odnosno || A|| > «.
Ako bi bilo ||A|| > «, tada bi za neko ¢ > 0 vrijedilo |A|| —« = ¢. Tada
biiz a < ||A|| — ¢/2 imali

A €
IAl o\ cay - €
2l 2

tj. za svako z € X \ {0} bi vrijedilo

S
< — = .
Az < (1141l - 5) llz]

Posljednje nije u saglasnosti sa tim da je norma operatora infimum
svih brojeva koji zadovoljavaju (3.1), pa dakle mora vrijediti

A
(Y p—Ci
zeX\{0} H$||

Zbog homogenosti operatora dalje imamo

A
e _ ‘A (i)H = sup || Az .
[l [l]=1

vex\{o} [zl B zeX\{0}
Ostaje joS pokazati drugu jednakost. Naime, ako posmatramo samo
elemente koji zadovoljavaju ||z|| < 1, tada imamo

A A
A =a= sup AT S g 1Al S s
cex\(oy 12l Tz N2l T jep<a

Sa druge strane, kako je supremum na vecem skupu veci, to vrijedi

sup [|Az|| > sup [|Az| = [|A] ,
Jall<1 Jall=1

pa zakljuCujemo da mora biti

[A]l = sup [|Az] .

=<1

[ )

Za linearna preslikavanja vrijedi sljedeca “lijepa” osobina.
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Teorem 3.1.4. Linearan operator je neprekidan ako i samo ako je
ogranicen.

Dokaz : Neka je A : X — Y neprekidan linearan operator. Pret-
postavimo da on nije ogranicen. Tada

(Vn € N)3an € X, |lzall = 1) [|Aza] > n .

Posmatrajmo sada sljedeci niz,

Za njega vrijedi

tj. 2z, — 0 (n — o). Ali tada imamo
1
lAzo]| = — |Aza]| 21, n €N,

atoznacida Az, » 0 (n — o0), Sto je u suprotnosti sa neprekidnoscu
operatora.

Neka je sada A ograni¢en operator, tj. [|A|| < 4+o0c. Uzmimo
proizvoljno x € D4 i neka je (z,) C D4, takav da z, — z (n — 0).
Zbog ogranicenosti sada imamo

0 <Az, — Azf| = [A(zn — 2)|| < [[Al[ l#n — 2] =0, n — 00

Dakle, A je neprekidan u tacki x, pa je prema Teoremi 3.1.2, on
neprekidan operator. &

Teorem 3.1.5. Neka je A : X — Y linearan operator. Operator A
je neprekidan ako i samo ako ogranicene skupove iz X preslikava u
ogranicene skupove u'Y .

Dokaz : Neka je A: X — Y ogranicen linearan operator, tj.
(Ve e X) [[Ax] < [|AH[=]], (Al < o0)
i neka je S C X ogranicen skup, tj.

(3M > 0)(Vz € S) ||=]| < M .
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3.1. Ogranicenost i neprekidnost

Oznacimo sa S’ sliku skupa S,
S'={Ax| z € S} .
Za proizvoljno y € S’ tada vrijedi
lyll = [[ Az < [|A] |lz]| < M[|A]l = M’ < o0,

te je S’ ogranicen skup.

Neka A slika ogranicene skupove u ogranicene skupove. Kako
je jedinicna kugla K = {z € X| ||z|| < 1}, ogranic¢en skup u X, to je
i skup

AK = {Az| |z]] < 1}

ogranicen u Y, a to znaci
(BM > 0)(vy € AK) [lyl| < M,

odnosno

(3M > 0)(Vz € X, || < 1) |Az| < M .
Posljednja ¢injenica nije niSta drugo do ogranicenost operatora ili
Sto je ekvivalentno, njegova neprekidnost. &

Skup svih ogranicenih linearnih operatora koji djeluju sa pros-
tora X u prostor Y oznacavat cemo sa £(X,Y). Na £(X,Y) moZemo
definisati operacije sabiranja i mnozenja skalarom. Neka su A, B €
L(X,Y)inekaje A € ®. Za x € X definiSemo

(A+ B)x “I Az + Bz | (M)z =BV

Pri tome je Dyyp=DaNDpiDyy=Da.
Neka su z,y € X i A\, u,a € . Tada imamo

(A+B) Dz +py) = Az + py) + Bz + py)
= Mz + pAy + A\Bx + By
MA + B)a + u(A+ B)y

aAAx + py) = a(AAx + pAy)
alAz + apAy
MaA)x + p(aA)y .

Dakle, A+ B i aA su linearni operatori. Osim toga vrijedi

(A + B)z|| = [Az + Ba| < [[Az|| + || Bz|| < (JAl + [[BI) [l«]| , = € X,
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3.1. Ogranicenost i neprekidnost

[(eA)z|| < fal [|A] {l

pa zakljuc¢ujemo da su oni i ograniceni operatori, tj. A+ B,aA €
L(X,Y), cime smo pokazali da je £(X,Y’) linearan vektorski prostor.
Sta vise, vrijedi

Teorem 3.1.6. Neka je X proizvoljan normiran prostor iY Banachov
prostor. L(X,Y) je Banachouv prostor.

Dokaz : Ve¢ smo pokazali da je £(X,Y) linearan vektorski pros-
tor. Kako je svaki A € £(X,Y) ogranicen operator, onda je veli¢ina

Ax
= sup 1221 5.2
rex\(o} ||zl
dobro definisana. Pri tome vrijedi:
_ [Az]]
1. 0 < ||AH = supmex\{o} W < +o0.
2.
A A
jAl=0 & 0= sup Il AT g
zeX\{0} (4l ]|
& [JAz]| <0, e X\ {0}
& Azl =0, z € X\ {0}
& Ar=0, ze X\ {0}
s A=0.
3. Za e D,
M)z M)z A
pag= sup LOD_ gy KA gy By
zex\{oy || vex\{oy  [|Az]] vex\foy Nl

4. [[(A+ Bzl < ([JAl + 1B |«

.
|A+BJ| < [|A]l+1B]| -

Dakle, sa (3.2) je definisana norma na £(X,Y), te je £(X,Y) normi-
ran prostor.
Neka je sada (A4,).eny C L£(X,Y), proizvoljan Cauchyjev niz, tj.
neka je
|A, — Al = 0, n,m — oo .
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3.1. Ogranicenost i neprekidnost

Tada za proizvoljan x € X imamo
[Anz = Ap| < [[An = An|l [l2]| = 0, n,m — o0,

odnosno, za svaki z € X, niz (A,z),ey C Y je Cauchyjev niz. Zbog
kompletnosti prostora Y, ovi nizovi su konvergentni. Oznacimo sa

Apx = lim A,z , r € X .

Neka su z,y € X i a, 3 € ¢ proizvoljni. Tada,
Aolax + fy) = lim A, (ax + fy)

= lim (0l x + BAY)
= «lim A,z + 0 lim A,y

n—oo

= aAoxr + fAyy ,

pa je Ay linearan operator. Iz cauchyjevosti niza (4,) imamo
(Ve > 0)(3ng € N)(Vn,m € N) (n,m >ng = ||A, — Anll < %) :

Akojer € X,

z|| <1, onda za n,m > ng vrijedi
£
1(An = Am)z]| < [[An — Aull < 5 .

Drzimo li n fiksnim, a pustimo da m tezi u beskonac¢nost, dobijamo
iz posljednjeg
[(An = Ao)z|| <

)

DN ™

ili .

sup |[(A, — Ag)z|| < = <e.

o<1 2

Dakle, za svako n > ng, operator A, — Ay je ogranicen, pa kako su A4,
ograniceni operatori, takav mora biti i operator A, tj. Ay € L(X,Y).
Osim toga iz gornjeg imamo

(Ve > 0)(3ng)(Yn € N)(n > nyg = |4, — Aol <€),
Sto ne znaci niSta drugo nego da A4, — Ay (n — o), tj. niz (4,) je

konvergentan u £(X,Y) odnosno, £(X,Y) je kompletan prostor. Iz
svega recenog imamo da je £(X,Y) Banachov prostor. &
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3.2. Inverzni operator

3.2 Inverzni operator

Neka je A : X — Y linearan operator ¢iji je domen Dy C X i
kodomen R4, C Y. Ukoliko za svako y € R4, jednacCina y = Ax
ima jedinstveno rjesenje x € D4, onda kazemo da postoji inverzno
preslikavanje, u oznaci A~!, preslikavanja A i zapisujemo z = A~ !y.
Pri tome je Dy-+ = R4 i Ry—1 = D,4. Dakle, za postojanje inverznog
operatora linearnog operatora A : D4 — Ry, dovoljno je da A bude
injektivno preslikavanje.

Teorem 3.2.1. Ako postoji, inverzni operator linearnog operatora je
i sam linearan operator.

Dokaz : Neka postoji inverzni operator i neka su y;,y, € Da-1 =
R4 ia, € @ proizvoljni. Tada postoje jednoznacni x;, x5 € Dy, takvi
da je Az; =y, i Awy = yp, @a0vo znacii r; = A 1y, v, = A ly,. Sada
imamo,

AN ay + Bya) = A7H(«Az + fAz,)
= A 'A(ax, + Bxy)
= «axi+ Bxy

aA7ly + BAT Yy,

)

Teorem 3.2.2. Ako postoji inverzni operator operatora A, onda vri-
jedi (A=Y~ = A.
Dokaz: vjezba.

Teorem 3.2.3. Nekaje A : X — Y linearan operator. A ima ogranicen
inverzan operator na R, ako i samo ako vrijedi

(Im > 0)(Ve € X) ||Az|| > m|z| . (3.3)
Pri tome vrijedi [|A™]| < =.
Dokaz : Neka A ima ogranicen inverzni operator, tj. neka vrijedi
(IM > 0)(Vy € Ra) ||A7y|| < Myl -

Kako za svako y € R4, postoji z € D, tako da je A~'y = z, gornju
Cinjenicu mozemo iskazati i sa

(IM > 0)(Vx € Da) |jz|| < M || Az|| ,
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3.2. Inverzni operator

odnosno stavljajuci da je m = 5; imamo
(Im > 0)(Vx € Dy) ||Az|| > m||x| .

Neka sada vrijedi (3.3) pri cemu A: X — R4 CY. Neka je Az =0 za
neko z € X. Tada na osnovu (3.3) vrijedi

0= |[Azl| = m |l ,

a odavde je onda ||z|| = 0, te je z = 0. Dakle, A ima inverzni operator
A7': Ry — X, pa jednacina y = Az ima jedinstveno rjeSenje = =
A~ly. Na osnovu ovoga, iz (3.3) onda imamo

(3m > 0)(¥y € Ra) [yl > m | A"x|| |
ili 1
(3m > 0)(Vy € Ra) ||A7"y|| < - lyll -

Ovo znaci da je operator A~! ogranicen, a osim toga, prema defini-
ciji ogranicenosti operatora, zakljucujemo i da vrijedi

A7 < =
m
&

Lema 3.2.4. Neka je M svuda gust skup u Banachovom prostoru X .
Tada se svaki nenula vektor x € X moze prikazati u_formi

00
ZIZ':E Ty
n=1

gdje suz, € M (n € N), takvi da je
3
|zn]| < on |zl , neN.

Dokaz : Neka je z € X proizvoljan. Kako je M svuda gust u X,
postoji z; € M, takav da je ||z — 21| < @ Sada vektor x — z; € X,
pa opet zbog svuda gustosti skupa M, postoji 2o € M, takav da
je ||z —xy — || < ”m”. Na isti nacin, postoji 3 € M, takav da je
|x — 21 — 2y — 23| < ”m” odnosno, postoji z, € M, takav da je

||93—331—1'2—"' n”_
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3.2. Inverzni operator

Zbog nacina izbora elemenata z,, € M (n € N), vrijedi

n
1’—2 T

k=1

—0,n—o00,

tj. red >"/7, =, konvergira ka elementu z.
Pri tome vrijede sljedece ocjene normi,

3
lz1l] = [z — 2o+ 2| <o —2zf + [Jzf < §H$|| :
3
|zof| = oo t+a1 —2+ 0 -] < log + 21 — 2| + [z — 21 || < 7 |l

ili za proizvoljno n € N imamo

||an = ||xn+xn—1+"'+$1_l’+l’—$1—'~'—xn_1||
< zp+zpa+ - Fx—z||+ |l —x — - — Ty |
3
< 2l

&

Teorem 3.2.5. (Banachov teorem o inverznom operatoru) Neka
je A ogranicen linearan operator koji obostrano jednoznacno pres-
likava Banachov prostor X na Banachov prostor Y. Tada je i inverzni
operator A~! takodje ogranicen.

Dokaz : Zbog pretpostavki teorema, preslikavanje A je bijek-
tivno, pa inverzni operator A~! postoji. Posmatrajmo u prostoru
Y skupove

My={yeY]| HA‘lyH <k|yl} , keN.

Pretpostavimo da postoji yo € Y (y # 0), takav da yy ¢ M, niti za
jedno k € N. Tada bi vrijedilo || A~ yo|| > & ||yo|| za sve k € N, odnosno

1
(Vk € N) [[Azo]| < - [lzoll (Azo = yo) -
Iz toga onda imamo da je ||Azy| = 0, tj. Azg = 0 = yo, a Sto je u
suprotnosti sa pretpostavkom da y, nije nula element.

Dakle, vrijedi
Y =M.

keN
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3.2. Inverzni operator

Zbog kompletnosti prostora Y, na osnovu Berove teoreme o kat-
egorijama, bar jedan od skupova M, recimo M, je gust u nekoj
kugli B. Unutar kugle B, posmatrajmo prsten

P={zeBla<lz—yI <p},

gdje je 0 < a < 3, ay’ € M, proizvoljan. Translirajmo prsten P, tako
da mu centar bude u 0, tako dobijamo skup

By={za<|z] <5} .

Neka je sada z € PN M,, tada z —y' € P, i pri tome vrijedi

A7 G =l < [la7=] +[[A7]
< n(lz]+ )
< nlllz =yl +21)
/
= nlle= vl (14 220 )
=1
/
< alle-yl (14220

Izraz n (1 + %@/H) ne zavisi od z i ako stavimo da je

2 /
N:1+nL1+—HyHJ ,
o

zakljucujemo da z — ¢y’ € My. Kako je M, gust u B, a timeiu P, to
je skup My gust u F,.

Neka je sada y € Y proizvoljan nenula element. Moguce je iz-
abrati A € ¢, takav da je a < ||\y|| < 4, tj. da je \y € F. Kako je
My gust u Py, postoji niz (y,) C My koji konvergira ka \y. Tada niz
(+yx) konvergira ka y, a zbog ¢injenice da ty, € My (k € N, X # 0),
zakljucujemo da je My gustiu Y \ {0}, odnosnoiu Y.

Neka je opet y proizvoljan nenula element iz Y. Kako je My gust
u Y, na osnovu Leme 3.2.4, postoje y;, € My (k € N), takvi da je

3
= u, llusll < oyl
keN
Stavimo 7z, = A~ !y, € X (k € N). Kako vrijedi

3N [yl
2k

lzall = [ A7 ye]| < N llyell <
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3.3. O jos dva principa

tored ), konvergira ka nekom elementu z € X i pri tome je

=1
2] < Z |lzx]] < 3N |y Z o = 3N [lyll
k=1

keN
Zbog konvergencijereda ) |, 7, i neprekidnosti operatora A, imamo

Ax:ZAkaZykzy,

keN keN

odakle je onda » = A™'y. Sada vrijedi
A7l =l <3N Iyl

za proizvoljno y € Y, a ovo znaci da je A~! ogranien operator. &

Stav o inverznom operatoru se uobicajeno iskazuje kao posljed-
ica mnogo poznatije teoreme o otvorenom preslikavanju.

Teorem 3.2.6. (Princip otvorenog preslikavanja)

Neka su X iY Banachovi prostori i neka je A ogranicen linearan
operator koji slika X na Y. Tada je A otvoreno preslikavanje, tj.
slikka otvorenog skupa u X je otvoren skup uY .

3.3 O jos dva principa

Medju bitna tvrdjenja funkcionalne analize spadaju i sljedeca dva.
To su princip konvergencije i princip uniformne ogranicenosti.

Teorem 3.3.1. (Princip uniformne ogranicenosti)
Neka je T proizvoljna familija ogranicenih linearnih operatora koji
djeluju sa Banachovog prostora X u prostorY. Neka za svakoz € X,
postoji konstanta M (x) > 0 (koja zavisi eventualno samo od z), tako
da vrijedi

(VT € T) |[Tz| < M(z).

Tada postoji konstanta M, za koju vrijedi
VI eT) |T|| <M.

Dokaz : Pretpostavimo da familija 7 nije ogranicena niti na jed-
noj kugli u X. Posmatrajmo kuglu K, = K(0,1) i kako 7T nije
ograniena ni na njoj, postoji 7' = 71 € T i z; € K(0,1), tako da
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3.3. O jos dva principa

je ||T1.CL’1H > 1.
Neka je sada r, proizvoljan, takav da vrijedi

[Thaq -1 }}

0<nm <min{ )
Il 2

Oznac¢imo sa K; = K(z1,7m1). Za proizvoljan = € K, je ||z — 1] <7 i
pri tome je

[Thz|| = [Tz —Ti(z — x|
> [T || = [T (2 — )|
> || T = [|T3] o — 2|
> || Tl = ([Tl
> 1.

Dakle, za proizvoljno = € K, vrijedi ||T\z| > 1.

Polazec¢i sada od kugle K; = K(z;,r;), na isti nac¢in utvrdjujemo
postojanje operatora 1T, € T i x5 € K; te kugle Ky = K(xy,72) C K,
takvih da je

(V.T S KQ) ||T2.CL’H > 2 s

pri ¢cemu je r, < 5;. Nastavljajuci ovaj postupak, dolazimo do niza
operatora 11,75, ..., 1, ... iniza kugli K, D K1 D --- D K,, D --- Ciji su
poluprecnici ry, 7o, ..., 7y, ..., takvi da je r, < 2% (n € N), i pri tome je

Tzl >n, z € K, .
Na osnovu teorema o karakterizaciji kompletnosti imamo da je

ﬂKn:{xo} , zaneko zp€ X .

neN

Sta vise, z,, — 2 (n — oc). Pri tome je za proizvoljno n € N, ||,z >
n, a to je nemoguce jer smo pretpostavili da za svako = € X, vrijedi

[ Tz]] < M(z) .
Dakle, postoji kugla K (', '), takva da je
| Tz|| < M",

Zasvere K(2/,r')izasve T €T.

82



3.3. O jos dva principa

Neka je sada = € K(0,r’) proizvoljan. Tada = + 2’ € K (a2/,r'), pa za
svako T' € T imamo

|1 Tz|| = [| -T2+ T(x + )| < |T2'|| + |T(x + )| < M(2) + M.
Stavimo li M" = M (2') + M’, vrijedi
(Vz € K(0,7)) || Tz| < M",

zasvako T € T.
Neka je sada » € X proizvoljan (x # 0). Tada je ﬁr’ e K(0,7), pa

IT]] <

'<M//

tj.

"

el

Stavimo M = X, dakle vrijedi
(VI'e T)(Vz € X) ||Tz|| < M|z] ,

a ovo upravo znaci
VT eT) ||T|| <M.
&

Dokazani teorem smo mogli iskazati i u obratnoj formi, tj

Teorem 3.3.2. Ako niz (||T,,||).en nije ogranicen, tada postoji z* € X,
takav da je
limsup || T,2"|| = 400 .

n—oo

Ovako iskazan teorem naziva se princip rezonancije.

Teorem 3.3.3. (Princip konvergencije)
Neka je (T,).en Niz ogranicenih linearnih operatora koji djeluju sa
prostora X u Banachov prostor Y. Ako su zadovoljeni uslovi

1. 3M > 0)(Yn € N) ||| < M.

2. Postoji lim,,_., Tz, za sve x iz skupa koji je gust u nekoj kugli
prostora X.
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3.3. O jos dva principa

Tada postojilim,, ., Tz, za sve x € X i sa

Tor = lim T,z

n—~o0

je definisan ogranicen linearan operator Ty, za koga vrijedi
|70l < limint |17, -

Dokaz : Za konstantu M u prvom uslovu mozemo smatrati da je
pozitivna i neka je S skup koji je gust u nekoj kugli B(zo,r), tako
da postoji lim,, . Tz, za sve x € S.

Neka su sada = € K(zg,7) i € > 0 proizvoljni. Tada postoji y € S,
takav da je ||z — y|| < ;5;. Osim toga, zbog konvergencije niza (7,,z),
za svako x € S, postoji N € N, tako da za proizvoljne n,m > N,
vrijedi

1Ty = Touyll < < -

Na osnovu svega ovoga, za n,m > N, sada imamo

[Toz =Tzl = [[(Thr = Thy) + (Toy — Tny) + (Tny — D)l
< NTa(z =l + 1Toy — Tyl + [Tz — y)|
< N Tallllz = yll + 1 Tay = Tayll + [Tl 1z — vl
< 2M va - y|| + 1oy = Tyl
< 2M—+——5

AM 2

Ovo zna¢i da je za proizvoljno = € K(xq,r), niz (T,,z),ey Cauchyjev, a
kako se on nalazi u Banachovom prostoru Y, on je i konvergentan,
tj. postoji

lim T,z , © € K(xo,7) .

n—oo

Neka je sada = € X proizvoljan (z # 0). Tada je

o g € Klenn)

pa postoji

m“n<“+nn):“m<T“+T<nn))

Zbog xy, € K(xg,r), postoji lim, . 7,29, a to onda znaci da mora
postojati i
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tj. postoji
lim T,,x .

Dakle, za svako = € X, postoji lim,,_., 7,,xz. DefiniSimo onda

re X, Tor = lim T,x .

n—oo

Za proizvoljne 2’, 2" € X 1 za proizvoljne «, § € ¢, vrijedi
To(ox’ + pa") = Jim. T (ax’ + ")
= nh—>r20 (aT,x' + BT,x")
= o« lim T, + 3 lim T,2"

= ol + BTya" ,
te je Ty linearan operator.
Za proizvoljno z € X je
|Toz] = lim |7,z

lim inf || 7, z|
n—oo

i inf (|| 7| {|]])

IA

= (iminf ||, ] -

Iz posljednjeg vidimo da je 7; ogranicen operator, i da pri tome
vrijedi
[To]l < lim inf |75, .

)

Vidimo da je bitna pretpostavka u obje teoreme kompletnost
prostora, i to u principu uniformne ogranicenosti zahtjevamo da
je domen X Banachov prostor, a u principu konvergencije zahtje-
vamo da je kodomen Y Banachov prostor. Ova dva stava kada ih
objedinimo, daju poznati Banach-Steinhausov stav.

Teorem 3.3.4. Neka su X i Y Banachovi prostori i neka je (T,),en
niz ogranicenih linearnih operatora koji djeluju sa X uY. Da bi niz
(T, x)nen konvergirao ka Axr za svako x € X, gdje je A : X — Y
ogranicen linearan operator, potrebno je i dovoljno da su zadovoljeni
uslovi

1. Niz (||T.||)nen je ogranicen.

2. Postojilim,, ., T, na nekom svuda gustom skupu elemenata.
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3.4 Zatvoreni operator

Neka su X i Y Banachovi prostori. Sa X xY oznacavamo Descartesov
produkt skupova X i Y. Ako na X x Y uvedemo unutrasnju i
spoljasnju kompoziciju na sljedeci nacin,

o (V(z1,91), (z2,92) € X XY) (21,91) + (T2, 92) = (21 + 22,91 + 12),
o (V(z,y) e X xY)(VA € @) \N(z,y) = (\z, \y),

lahko se provjerava da X x Y dobija strukturu vektorskog prostora.
Na X x Y mozemo definisati i normu na sljede¢i nacin

Iz )l = llell +lyll 5 (2,y) € X <Y,

u odnosu na koju je X x Y Banachov prostor (pokazati ove dvije
tvrdnje!).

Definicija 3.4.1. Neka je A: X — Y linearan operator. Skup
Ga={(x,Ar)| 1€ D} CX x Y,
nazivamo grafom operatora A.

Definicija 3.4.2. Neka su X i Y Banachovi prostori i neka je A :
X — Y linearan operator. Kazemo da je A zatvoren operator ako i
samo ako je G4 zatvoren skup u X x Y.

Teorem 3.4.1. Linearan operator A koji slika Banachov prostor X u
Banachov prostor Y je zatvoren ako i samo ako iz

1. z, —» 29 (h — 0), (x,) C Dy i
2. Axn — Yo
slijedixg € D 1 Axy = yo.

Dokaz : Dokaz ostavljen citaocu za vjezbu! &

Definicija 3.4.3. Neka su A, B : X — Y linearni operatori. Za oper-
ator B kazemo da je proSirenje operatora A, u oznaci A C B, ako i
samo ako je G4 C Gpg.

Za linearan operator A kazemo da dopusta zatvorenje ako postoji
zatvoren operator A, takav da je A C A,. Operator A; nazivamo
zatvorenjem operatora A. Ako za proizvoljno drugo zatvorenje A op-
eratora A, vrijedi A; C As, za A; kazemo da je minimalno zatvorenje
operatora A.
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3.4. Zatvoreni operator

Teorem 3.4.2. Da bilinearan operator A : X — Y dopustao zatvorenje
neophodno je i dovoljno da zatvorenje G , grafika G4 ne sadrzi ele-
mente oblika (0,y) za y # 0.

Dokaz : Neka operator A dopusta zatvorenje i neka je A; njegovo
proizvoljno zatvorenje. To znaci da je G4 C G4, i G4, je zatvoren
skup. Zbog toga je onda G4 C G4, = Ga4,.

Neka je sada (0,y) € G4. Tada je (0,y) € Ga,, teje 0 € Dy, i A0 =y.
Kako je A, linearan operator to mora vrijediti 4,0 =0, tj. y =0, pa
G 4 ne sadrzi elemente oblika (0,y), gdje je y # 0.

Pretpostavimo sada da G4 ne sadrzi elemente oblika (0,y), y # 0.

Oznacimo sa

Dy={zeX|(FyeY) (z,y) € Ga} .

Skup D7 je linearan vektorski prostor. Zaista, G4 je linearan jer
je on zatvorenje linearnog prostora G4. Neka su sada z;,z, € Dy.
Tada postoje 1,4, € Y, takvi da je (z1,v1), (22,92) € Ga. Zbog lin-
earnosti G4, tada je

(1,91) + (x2,92) = (x1 + 22,91 +y2) € Ga

a ovo opet znaci da je x; + 23 € Dy. _
Neka je z € Dy i A € ®. Tada postoji y € YV, takav da je (z,y) € G4,
te opet imamo da je

Az, y) = (Ar,hy) € Ga .

Dakle, Az € D.

Sada tvrdimo da za svako x € D4 postoji tacno jedno y € Y, tako
da je (z,y) € G4. Zaista, da bar jedan y postoji, imamo na osnovu
definicije skupa Dy4. Pretpostavimo da postoje dva, tj. (z,v), (z,y') €
G 4. Zbog linearnosti skupa G 4, vrijedi

(z,y) = (z,9) =0,y —y') € Ga,

a zbog polazne pretpostavke zakljucujemo da mora biti y = ¢/.

Za proizvoljan x € D4, oznac¢imo sa y = Ar onaj postojeci jedin-
stveni y € Y. Na taj nacin smo definisali novo preslikavanje A, za
koga je domen ocigledno, upravo skup D4. Lahko se pokazuje da je
A linearan operator, a takodje i to da je graf G5 operatora A, upravo
G 4. Onda je G4 zatvoren skup, a time je A zatvoren operator. Kako
je ocigledno G4 C G4 = G, jasno je da je A zatvorenje operatora A.
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3.4. Zatvoreni operator

Sta vise, neka je A, bilo koje zatvorenje operatora A, tj. G4 C
G 4,, onda je L
GZ:GA C GA1 :GA1 ,

a ovo znaci da je A C A;, odnosno A je minimalno zatvorenje oper-
atora A. &

Gornji teorem se moze iskazati i u sljedecoj formi

Teorem 3.4.3. Da bilinearan operator A : X — Y dopustao zatvorenje
potrebno je i dovoljno da ako vrijedi z, — 0 (n — oo , x, € Dy) i
Az, — y (n — o), onda mora bitiy = 0.

Ovaj oblik teorema nam daje nacin kako ¢cemo izvrsiti zatvaranje
operatora ako je to moguce. Naime, ako je gornji uslov ispunjen,
onda definiSemo operator A tako da mu je domen skup Dy, svih
xr € X za koje postoji niz (z,,) C Dy, tako da vrijedi

xn_)x> Axn_>y> (n—>oo)7
gdje je y € Y, takav da je

Az =y = lim Az, .
Naravno, ostaje da vidimo kakva je veza izmedju neprekidnosti
i zatvorenosti operatora. U dosadasnjim izlaganjima uglavnom smo
posmatrali neprekidne operatore. Medjutim, i najjednostavniji prim-
jeri (u primjenama cesti) operatora nisu neprekidni.

Primjer 3.1. Neka je M C [, skup svih nizova iz [ koji imaju samo
konac¢no mnogo koordinata razlicitih od nula i neka je A : M — |,
zadat sa

x = (11,22, ...,2,,0,0,...) € M, Ax = (0, 21, %9, ..., x,,0,0,...) .

A je linearan operator za koga je za proizvoljno = € M

n o
1Az] =) laal < ) lawl = 2]
k=1 k=1

tj. vrijedi ||A|| < 1. Dakle, A je neprekidan operator.

Medjutim, posmatramo li niz (z,,) C M, gdje je z, = (3,5, .., 5,0, ...)
(n € N), jasno je da z, — z9 = (3,53, .-, 37, .-.) (0 — 00), ali zy ¢ M, pa
A nije zatvoren operator. <




3.4. Zatvoreni operator

Gornji primjer nam pokazuje da neprekidnost linearnog opera-
tora ne povlaci njegovu zatvorenost. Zato iskazimo sljedecu tvrd-
nju, ¢iji dokaz je ostavljen citaocu za vjezbu.

Teorem 3.4.4. Da bi neprekidan linearan operator bio zatvoren,
potrebno je i dovoljno da je on definisan na potprostoru Banachovog
prostora.

I sljedeca jednostavna tvrdnja ostavljena je Citaocu za vjezbu.

Teorem 3.4.5. Ako je linearan operator A zatvoren i ako postoji in-
verzni operator A~!, tada_je i A~! zatvoren operator.

Sljedeci primjer nam daje preslikavanje koje jeste zatvoreno ali
nije neprekidno.

Primjer 3.2. Posmatrajmo operator % : C'[0,1] — C[0, 1], zadat sa

d
@) = (@)
Za posmatrani operator diferenciranja se lahko pokazuje da je on

linearan operator. Medjutim, ako posmatramo niz (f,(z)),en C
C10,1], gdje je f,.(z) = 2", imamo

H%fn@)

= ann_ch[o,u =n,neN,.

Iz ovoga je ocigledno da operator diferenciranja nije ogranicen op-
erator.
Medjutim, ako je g,(z) C C'[0,1] proizvoljan niz, takav da

dgn

Gn =Gt —— — ¢, n— 00,
dz
druga od ovih pretpostavki znac¢i da niz izvoda (¢/,) uniformno kon-

vergira ka funkciji ¢ (po metrici prostora C'[0, 1]). Sada za proizvoljno
z € [0, 1] imamo

C o dgn
= lim ——(¢)dt
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3.4. Zatvoreni operator

Dakle, .
gol) = go(0) + / o(t)dt . xe[0.1] .

Funkcija ¢ € C]0,1] jer je ona kao grani¢na vrijednost uniformno
konvergentnog niza neprekidnih funkcija i sama neprekidna. To
nam onda gornja jednakost daje da je g, € C'[0,1], a osim toga
jasno je da vrijedi % = ¢ na [0, 1]. Ostaje nam pozvati se na Teorem
3.4.1 i konstatovati zatvorenost operatora. <

Sljedeci teorem nam govori pod kojim uslovima ¢e zatvoren op-
erator biti ogranicen i poznat je pod nazivom Banachov teorem o
zatvorenom grafiku.

Teorem 3.4.6. Neka je A zatvoren linearan operator koji preslikava
Banachov prostor X u Banachov prostor Y. Ako je skup D, skup
druge kategorije u X, onda vrijedi D, = X i A je neprekidan operator.

Dokaz : Za proizvoljan n € N, posmatrajmo skupove
Xo = {x € Da| ||Az]| <nll]} .

Jasno je da vrijedi

Dy=|]JX..

neN

Kako je po pretpostavci D4 skup druge kategorije u X, postoji X,
koji je gust u nekoj kugli K (xq,r) (r > 0).
Neka je sada K(z1,71), takva da je K(z1,7m1) C K(zo,7), pri cemu je
r1 € X,,. Neka je ¢ > 0 proizvoljan (bez umanjenja opstosti pret-
postavimo da je ¢ < 7). Ako je y € X, takav da je ||y = r, tada je
y+x € K(xq1,r1). Kako je X,,, gust u K(x,r), postoji z € X,,,, takav
da je ||z1 +y — z|| < e. S druge strane imamo

Izl = Nz =21 —y) + (21 + y)l
<z =2 =yl + llza + vl
< e ol + [yl
71
< 5+||x1H+r1
< 2T1+HJZ‘1|| .
Takodje vrijedi
Iz =l = Nz =21 —y) +yl
> |yl = llz =21 =yl

> — >_’I“
r € .
1 =79
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3.4. Zatvoreni operator

Kako su z1,z € X,,, C Dy, tada i z —x; € Dy, pa vrijedi
|ACz = z) || < [[Az | + | A=l < no [l2a]] + 0o 2] = no(llza [l + [2]]) -
Iz svega ovoga zakljucujemo

|A(z — 21)| no([|z1]l + |21)
2no(r1 + [|21]))
2no(r1 + [[2a]])
o 2
dng(r1 + [|z1])

1

IA A

IN

Iz =]

Oznacimo sa n; prvi prirodan broj koji nije manji od %1”“”).

Posljednju nejednakost onda zapisujemo sa
1Az =zl <maflz =2

a ovo znaci da z — x; € X,,,. Dakle, pokazali smo da za svako y € X,
lly|| = r1, postoji element iz X,,, (to je upravo element z — ), koji
proizvoljno dobro aproksimira element y.

Ako je sada y € K(0,r;), tj. neka je |y|| < r;, onda za element
y1 = 77y, vrijedi |ly1|| = 1, pa prema dokazanom, postoji z; € X,,,,
takav da je za proizvoljno ¢ > 0

ly1 — 2l <e.
Ovo onda znaci
Hy—le <M5§5 (jer Mgl),
1 1 T

a zbog homogenosti skupova X, (tj. ako = € X,,, onda i \z € X,
za proizvoljno A\ € ®) onda imamo da je za z; € X,,, element z =
”r_ylel € X,,, pa zaklju¢ujemo da proizvoljan y € K(0,r;) moZemo
proizvoljno dobro aproksimirati elementom z € X,,, odnosno, X,, je
gust u kugli K(0,7).

Pokazimo sada da je K(0,7) C Ds. Zaista, neka je =z € K(0,r;)
proizvoljan. Kako je X,, gust u K(0,r), postoji y; € X,,, takav da
vrijedi

1
o=yl < 2
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3.4. Zatvoreni operator

Ovo zna¢i da je x —y, € K(0,r;), pa opet postoji y» € X,,,, takav da je

-
[ — 91 — | < 2—2 :
Ako ovaj postupak produzimo, dobijamo niz (y;) C X, za koga je

(A1

o5 kEN.

lz— (i +y2+ - +uyp)l <

Oznacimosa zy =y +y2+ -+ yk, k € N. Kako y; € X,,, C D4 (i € N),
tadai 2z, € Dy, a osim toga vrijedi

zr— 2, k— o0 .

Takodje imamo

luell = Ny +ypa+-F+m—2)+@ -y +y2+-+y)l
(& 1
< ?+—2k_1
1
< —2k_2.

Neka su sada m,n € N, n > m proizvoljni. Tada imamo

||Azn - AZmH = HA(zn - zm)”
= ||A(yn +Yp—1+ -+ ym-i—l)”

< | Ayall + 1Ayn-all + - + | Ay |
< nma(llynll + lyn-all + - + |ymaal)
(&1 (&1 T1

< m (2n—2 + 2n—3 ot 2m—1>
rny 1 1

= 1 — e
2m—1 ( + 2 + + 2n—m—1)
rim

< Gt -

Iz gornjeg zakljucujemo da vrijedi
|Az, — Azp|| — 0, n,m — oo,

a ovo znaci da je (Az,),eny Cauchyjev niz u Y i zbog potpunosti
prostora Y, on je i konvergentan. Neka je granicna vrijednost tog
niza element y. Tada imamo za niz (z;) C D4

zr —x, k— oo
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3.4. Zatvoreni operator

Azkﬁy7k_>oo7

pa zbog zatvorenosti operatora zakljucujemo da x € D4 i Az =y, tj.
pokazali smo da je K(0,r;) C Da.

Opet na osnovu homogenosti skupa imamo da je za proizvoljno
n € N, skup nK(0,7) C D4, a kako je

X = JnK(0,m),

neN

imamo da je X C Dy, tj. mora vrijediti X = Dy.

Ostaje nam jos pokazati ogranicenost operatora A.
Vidjeli smo da za proizvoljno = € K(0,7,), postoji niz (zx), zi = y1 +
Yo+ -y Wi € Xnys i €N, |kl < 5722), koji konvergira ka z i za koga
je

Az = lim Az, .

n—oo

Odavde je ||Az| < lim, . ||Az,

, 1 pri tome je
Az < ra([[ynll + llgall + - -+ llynll) < 4rinn .

Neka je sada z € X proizvoljan. Tada frz € K(0,r1), pa je na
osnovu pokazanog zadovoljeno

()

[ Az < dny ]| -

tj. vrijedi

Ovo znaci da je operator A ogranicen, a time je teorem dokazan. &

Sljedeca tvrdnja je direktna posljedica gornje teoreme jer je X
kao Banachov prostor, skup druge kategorije u sebi.

Posljedica 3.4.7. Ako je A zatvoren linearan operator definisan na
cijelom Banachovom prostoru X, onda je A neprekidan operator.

Sljedecu tvrdnju necemo dokazivati ali se preporucuje citaocu
da je analizom uporedi sa ranije spomenutom teoremom o otvorenom
preslikavanju jer se u literaturi cesto i ovaj teorem naziva “teorem
o otvorenom preslikavanju”.

Teorem 3.4.8. Neka je A zatvoren linearan operator koji slika Ba-
nachov prostor X u Banachov prostor Y. Neka je R, skup druge
kategorije u'Y, onda vrijedi
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3.4.

Zatvoreni operator

. Ry=Y.

Postoji konstantam > 0, takva da za svakoy € Y, postojix € X,
takav da je Az =y i ||y|| > m ||z||.

Alko A~! postoji, onda je i on ogranicen operator.
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Glava 4

Linearni funkcionali

Posmatrajuci operatore, mi smo ustvari posmatrali preslikavanja
sa proizvoljnog protora X u proizvoljan prostor Y. Ukoliko prostor
Y nije proizvoljan, preciznije, ukoliko je ¥ = R ili Y = C, onda
takvim operatorima dajemo drugaciji naziv.

Neka je X proizvoljan linearan prostor. Preslikavanje f : X —
R (C) nazivamo funkcional. Dakle, fukcionali su specijalni op-
eratori, pa sve iskazano o operatorima vrijedi i za funkcionale.
Tako, za funkcional f : X — R (C) kaZzemo da je aditivan, ako
za proizvoljne z,y € X vrijedi

flx+y) = flz)+ fly),

a ako i za proizvoljan A\ € ¢ vrijedi

fx) = Af(x)

kazemo da je funkcional homogen. Za homogen i aditivan funkcional
jednostavno kazemo da je linearan funkcional.

I normu funkcionala definiSemo kao normu operatora, stim da
normu u kodomenu zamjenjujemo sa modulom, tj.

A= sup T g VOL_ 0w

exvioy [zl e Nzl =

Neki primjeri funkcionala su:
Neka je a = (ay, as, ..., a,) € R" proizvoljan. Tada je sa

n
f(z) = Zaixz , = (T1,T, ..., Ty)
i=1
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4.1. Geometrijski smisao linearnih funkcionala

definisan linearan funkcional f : R” — R.
Posmatramo li prostor C[a, ], tada je sa

definisan linearan funkcional f : Cla, b — R. Za fiksirano t, € [a, b],
sa

g(x) = x(to)
je takodje definisan linearan funkcional na Ca, b].
Na prostoru /, (1 < p < +o00) primjer linearnog funkcionala je

flz) =x , x = (21,29, ..., T, ...) .

Skup svih linearnih neprekidnih funkcionala, definisanih na normi-
ranom linearnom vektorskom prostoru X, oznacavamo sa X*. Dake,
saglasno odgovaraju¢em skupu za operatore imamo X* = L£(X, ®).

Na osnovu Teorema 3.1.6, prostor X* je Banachov prostor jer je

¢ takav, i nazivamo ga dualni, adjungovani ili konjugovani prostor
prostora X.

4.1 Geometrijski smisao linearnih funkcionala

Neka je f : X — R proizvoljan linearan funkcional na linearnom
prostoru X. Posmatrajmo sve elemenata = € X koji zadovoljavaju

J@)=0.

Skup svih ovakvih = € X nazivamo jezgro funkcionala f i oznac¢avamo

ga sa
Ker(f) ={z € X] f(x) = 0} .

Jezgro funkcionala je vektorski potprostor prostora X. Zaista, za
x,y € Ker(f) i za proizvoljne \, u € & imamo

fOz+py) = Af(x) +pf(y) =0.

Medjutim, jezgro funkcionala nemora biti potprostor prostora X, tj.
on nije obavezno zatvoren skup. Sta viSe, vrijedi

Teorem 4.1.1. Neka je X normiran prostor i f linearan funkcional
na X. f je ogranicen ako i samo ako je Ker(f) zatvoren skup.
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4.1. Geometrijski smisao linearnih funkcionala

Dokaz : Neka je f ogranicen, dakle neprekidan, funkcional i

neka je (z,)neny C Ker(f), takav da z,, — = (n — o0). Tada vrijedi
f(2) = f(lim @,) = lim f(z,) =0,
tj. = € Ker(f).

Obratno, neka je Ker(f) zatvoren skup. Ako je Ker(f) = X,
to znaci da je f funkcional identi¢ki jednak O, a kao takav je i
ogranicen. Pretpostavimo zato da je Ker(f) # X, tj. postoji zy €
X\ Ker(f). Zbog zatvorenosti jezgra, postoji r > 0, takav da B(xg,r)N
Ker(f) = @. Ne umanjujuci opstost, neka je f(zy) = 1 (inace bi
umjesto z, posmatrali -=2~). Neka je sada = € X proizvoljan, takav

flzo)
da = ¢ Ker(f). Kako je f(z) # 0, onda je
x
——— 419 € Ker ,
flay TS Rerd)
a to opet znaci da
T
—— B :
i) + xo ¢ B(xo,7)

Ova cCinjenica znaci da je

xT
7 - >
(=) =] =~
4.
lell o
[f )]
Odavde sada imamo da vrijedi
7(@)] <l
T <z ||,

za svako z ¢ Ker(f), a kako ova nejednakost vrijedi trivijalno i za
elemente jezgra, zakljucujemo da je f ogranicen funkcional. &

Posljedica 4.1.2. Neka je f linearan funkcional na normiranom pros-
toru X. f je neogranicen funkcional ako i samo ako Ker(f) je pravi
podskup od X isvudagustu X.

Lema 4.1.3. Neka je f proizvoljan netrivijalan linearan funkcional
na linearnom vektorskom prostoru X . Kodimenzija potprostora Ker(f)
jednaka je 1.
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4.1. Geometrijski smisao linearnih funkcionala

Dokaz : Neka je z, € X, takav da zy ¢ Ker(f), tj. f(xzo) # 0
(takav postoji jer je f netrivijalan). Bez umanjenja opsStosti, pret-
postavimo da je f(xy) = 1 (u suprotnom bi posmatrali element fgfgo)).
Za proizvoljan z € X, oznacimo sa

y=x— f(x)xg .

Kako je f(y) = f(z = f(z)x0) = f(2) = f(2)f(z0) = 0, jasno y € Ker(f).
Dakle, za proizvoljan x € X imamo

r=azxy+y, gdjejeye Ker(f) .

Tvrdimo sada da je gornja reprezentacija elementa z jedinistvena.
Zaista, ako bi bilo

T=mTo+yr 1 T =0x0+y2, y1,y2 € Ker(f),
oduzimanjem ove dvije jednakosti bi dobili
(a1 — ag)zg = Y2 — Y1 -

Ako je sada a; = ay, moralo bi biti i y; = y». U suprotnom, ako bi
bilo a; # as, tada bi onda imali

Ty = Y2 € Ker(f),
a1 — Q9

a to protivrijeci izboru elementa z,. Dakle, reprezentacija je jedin-
stvena.
Neka su sada z, 2, € X. Tada vrijedi

vy = f(z1)ro +y1, Y1 € Ker(f),

Ty = f(x2)x0+ Y2, y2 € Ker(f) .
Tada je
x1 — w2 = (f(21) = f(@2))20 + (11 — 12) -
Iz ovoga sada vidimo da ¢e z; —z5 € Ker(f) ako i samo ako je f(x;)—
f(z2) =0, §j. 21 1 z, pripadaju istoj klasi ekvivalencije koli¢nickog
prostora X/Ker(f) ako i samo ako je f(x1) = f(z2).

Oznacimo sa &, onu klasu ekvivalencije koja sadrzi element z,.
Ako je sada ¢ proizvoljna klasa ekvivalencije, ona je odredjena bilo
kojim svojim predstavnikom, a na osnovu gornjeg, za predstavnika
mozemo izabrati upravo elemet axy,. Ovo opet znaci da vrijedi

§:a§07

98



4.1. Geometrijski smisao linearnih funkcionala

za proizvoljnu Kklasu ekvivalencije, a to ne znaci nista drugo nego
da je dimenzija koli¢nickog prostora X/Ker(f) jednaka 1. &

Ukoliko dva funkcionala imaju ista jezgra, onda su oni propor-
cionalni. Zaista, neka za linearne funkcionale f i g vrijedi Ker(f) =
Ker(g). Neka je z, takav da je f(zo) = 1. Tada na osnovu dokaza
gornje leme imamo za proizvoljno z

= f(x)ro+y, y€ Ker(f)=Ker(g) .

Djelujmo funkcionalom ¢ na z, dobijamo

g(x) = f(z)g(zo) + g(y) = f(x)g(w0) -

Ako bi sada imali da je g(zo) = 0, to bi znacilo da je funkcional ¢
identi¢ki jednak nuli, ali onda bi zbog jednakosti jezgara i funkcional
f bio identicki jednak nuli, Sto nije moguce zbog izbora elementa

zo. Dakle g(z¢) # 0, a to onda znaci % = g(x¢), za proizvoljno x.

Lema 4.1.4. Neka je X linearan vektorski prostor i L njegov potpros-
tor kodimenzije 1. Tada postoji linearan funkcional na X, takav da
je Ker(f) = L.

Dokaz : Kako je kodimenzija od L u X jednaka 1, to se svaki
x € X moze predstaviti na jedinstven nacin u obliku

r=arog+y; acd, rge X, 6 yel.

DefiniSimo sada funkcional f : X — R, sa f(z) = a. Jednostavno
se sada pokazuje da vrijedi Ker(f) = L. &

Neka je L potprostor prostora X, kodimenzije 1. Tada L pred-
stavlja hiperpovrs u prostoru X. Medjutim, svaka Kklasa ekviva-
lencije iz X/L takodje predstavlja hiperpovrs datog prostora i to
"paralelnu” potprostoru L. Pri tome pod "paralelnoscu” ovdje po-
drazumijevamo da se svaka od tih klasa moze dobiti paralelnim
pomjeranjem ili translacijom potprostora L za neki vektor zy € X,

EeX/L,=L+axo={yly=x+mz, v €L} .

Ako je zy € L, tada je { = L, u suprotnom, jasno je da ako z, ¢ L,
daje £ # L.
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4.1. Geometrijski smisao linearnih funkcionala

Lema 4.1.5. Neka je f proizvoljan netrivijalan linearan funkcional
na X. Tada je skup

H={zeX|f(z) =1},
hiperpours u prostoru X, Sta vise, paralelna je potprostoru Ker(f).

Dokaz : Kao Sto smo vidjeli, Ker(f) zaista jeste potprostor od X
i pri tome mu je kodimenzija 1, te je i hiperpovrs. Neka je sada
y € H proizvoljan, tj. f(y) = 1. Kako se svaki vektor z € X mozZe
predstaviti na jedinstven nacin sa

r=arg+y , acd, y € Ker(f),

(za neko z, € X) to isto Ce vrijediti i za element y, tj. postoje jedin-
stveni o/ € @iy € Ker(f), takvi da je y = o’z + y'. Kako je

fly) =o' f(zo) + f(y) = o' fwo) =1,

zakljucujemo da mora biti

a to daje da se proizvoljan vektor y € H, moze predstaviti u obliku

Zo

v f(xo)

Ovo ne znaci nista drugo nego da je kodimenzija od H u X jed-
naka 1, tj. H je hiperpovrs, a osim toga iz posljednje jednakosti
zakljucujemo da vrijedi

+vy', vy € Ker(f) .

H=Ker(f)+

f(@o)
&
Sta vise, vrijedi i obrat ovog tvrdjenja.

Lema 4.1.6. Neka je H proizvoljna hiperpours u prostoru X, par-
alelna potprostoru L C X. Tada postojijedinstven linearan funkcional
f na X, takav da je

H={xeX| f(zx)=1} .
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4.2. Hahn-Banachov teorem

Dokaz : Neka je za neko zy € X, M = L+ z,. Tada se svaki vektor
x € X moze na jednoznacan nacin predstaviti u obliku

r=aro+y, yerl.

Stavljajuci da je f(z) = «, dobijamo trazeni funkcional jer ¢e u tom
sluéaju hiperpovr$ biti odredjena sa f(x) = 1. Ako bi postojao i
funkcional g na X, takav da je za x € H, g(z) = 1, tada bi moralo
biti ¢(y) =0, za y € L, a to bi zbog

glazo +y) = a = flazg +y),
znacilo poklapanje funkcionala. &

Sa ove dvije leme smo uspostavili obostrano jednoznacno pridru-
zivanje izmedju svih hiperpovrsi posmatranog prostora X i na njemu
definisanih funkcionala, sa ¢ime smo onda dobili i geometrijsku in-
terpretaciju linearnih funkcionala

4.2 Hahn-Banachov teorem

U svakom Banachovom prostoru preslikavanje identicki jednako
nuli, predstavlja jedan ogranicen linearan funkcional. Postavlja se
pitanje, da li postoje i drugi, netrivijalni funkcionali na proizvoljnom
Banachovom prostoru? Ako postoje, mogu li im se unaprijed prip-
isati, i u kojoj mjeri, izvjesne osobine? Specijalno, postoji li ogranicen
linearan funkcional jednak nuli na nekom pravom potprostoru Ba-
nachovog prostora, a da pri tome ne iscezava na citavom prostoru?
Na sva ova pitanja egzistencije, odgovor nam daje Hahn-Banachov
teorem o produzenju linearnog ogranicenog funkcionala. Bez ovog
teorema, danasnja funkcionalna analiza bi bila sasvim drugacija.
Prve rezultate vezane za ovaj teorem dali su Riesz i Helly na samom
pocetku dvadesetog vijeka, a Hahn i Banach ¢e ga 1920. godine
postaviti i dokazati u danasnjem obliku (za realan slucaj), neovisno
jedan od drugog.

Po svojoj eleganciji i jacini, Hahn-Banachov teorem je omiljen
u matematickim krugovima. Neki od "nadimaka” ovog teorema su
"Analiticka forma aksioma izbora” i "Krunski dragulj funkcionalne
analize”. Neophodan je alat u funkcionalnoj analizi, ali i u drugim
oblastima matematike, kao Sto su teorija upravljanja, konveksno
programiranje, teorija igara, neophodan je u dokazu egzistencije
Greenove funkcije, u formulaciji termodinamike i sl.
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4.2. Hahn-Banachov teorem

Teorem 4.2.1 (Hahn-Banachov teorem, realan slucaj). Neka je
X realan Banachov prostor i neka je L lineal u X. Neka je na L
definisan ogranicen linearan funkcional f. Tada postoji ograni¢en
linearan funkcional f*, definisan na cijelom X, takav da vrijedi

o (Vrel) fi(x)=flz)i
o [[f7Il =111l

Dokaz : Neka je na L definisan ogranicen linearan funkcional
f. Slucaj L = X je trivijalan, zato pretpostavimo da je L pravi
potprostor od X. Tada postoji 2o € X, takav da z; ¢ L. Oznac¢imo
sa L, lineal generisan elementom z,, tj.

L0:{$€X|JZ‘:)\CL’Q,)\€R} .

Neka je sada L; = L ® Ly, koji je zbog konacne dimenzije lineala Ly,
takodje potprostor od X. Pokazimo kao prvo da se nas funkcional
moze produziti na L,, bez promjene norme.

Zbog direktne sume, svaki se element x € L; moze na jedinstven
nacin zapisati u obliku

r=I1l+Xxg,leLl, NeR.

(Za svako z, )\ il su jedinstveno odredjeni.)
Ne gubeci na opStosti, pretpostavimo da je ||f|| = 1. Tada za
proizvoljne z,y € L imamo

flz—y) < |flx—1y)|
< |flllle =yl = ||z —yl| = ||v — xo + z0 — Y|
< o — 2ol + [|lzo — | -

Zbog linearnosti funkcionala, tj. f(z —y) = f(z) — f(y), iz gornjeg
zakljucujemo da vrijedi

f(@) = llz = ol < Fly) + [lzo —yll -

Odavde, uzimajuc¢i prvo supremum lijeve strane, a onda infimum
desne, dobijamo da vrijedi

sup {f(z) — [|z — zo|| | x € L} <inf {f(y) +[lwo —yl| | y € L} .

Zbog gustosti skupa R, postoji £ € R, takav da je
sup {f(2) — ||z —xol| [ # € L} <k <inf {f(y) +[lzo —yll | y € L} .
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4.2. Hahn-Banachov teorem

Definisimo sada funkcional f; : L; — R, na sljedec¢i nacin: za
x =1+ \zg € L1, neka je po definiciji

file)=f(D)+ Xk .
Zad =U+Negia" =1"+Nayiz L1 i o, € R, vrijedi
filax' + B2") = fi((ad' + BU") + (aXN + BN)xg)
flad + BU") + (aXN + BNk
= af(l')+Bf(1") + aNze + BN xg
= afi(a") + Bfi(")

dakle, f; je linearan funkcional. Osim toga, kako je L C L, to za
x € L imamo da je x =z + 0 - 2, a time je

file) = f(@) +0-k = f(x),

pa zaklju¢ujemo da se funkcionali f i f; poklapaju na L, tj. fi je
produzenje funkcionala f.

Ostaje nam jos pokazati da je pri tom produzenju ocuvana norma.
Neka je v € L, proizvoljan. Tada je za jedinstvene [ € L i A € R,
x =1+ A\xo, 1 pri tome je fi(z) = f(I) + A\k. Neka je sada A > 0. Zbog
nacina izbora broja k, vrijedi

filz) = f(1) + Mk < f(1) + A () +ly = zoll) = F(D) + f(Ay) + [[Ay — Ao | |
za proizvoljno y € L. Odaberimo y tako da vrijedi \y = —[. Tada
imamo
filw) <[ = 1= Azol| = (|l + Azol| = [[]] - (4.1)

S druge strane, ponovo zbog izbora broja k vrijedi
file) = fFD)+ Mk = f(1) +A(f(y) = [ly = zoll) = f(1) + F(My) = [[Ay = Azol| ,
za sve y € L. Odaberimo opet da je A\y = —[, dobijamo

filw) = =[| =1 = Awol[ = = ||l + Axol| = —|l]] - (4.2)
Iz (4.1) i (4.2) zakljucujemo da vrijedi

|fi(x)] < ||z|| , za sve x € Ly .

Sve gornje je pokazano za slucaj ako je A > 0. Ako je A < 0, tada
bi posmatrali —z = I' + Nz, gdje je ' = =\, al’ = —[, te bi prema
dokazanom imali

[file)] = [fi(=2)] <[ =] = (|| -
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4.2. Hahn-Banachov teorem

Ako je na kraju A = 0, tada je = € L, pa zbog poklapanja funkcionala
vrijedi

|fi@)| = £ @) < [If[lz]] = []=]] -
Iz svega recenog zakljuCujemo da za svako x € L, vrijedi |f;(z)| <
[l 4.

fl|<1. 4.3)

S druge strane opet, zbog definicije norme funkcionala i osobina
supremuma imamo

[f1(2)] f)] |/ ()]

>sup‘

[ f1ll = > sup =[fll=1,
serinfoy Nzl T zenvor Nzl senvgoy 117l
tj. vrijedi
IAll>1. (4.4)
Iz (4.3) i (4.4) zakljucujemo da vrijedi
IAll=1,

te smo dobili produzenje funkcionala bez promjene norme.

Posmatrajmo sada familiju F, svih produzenja funkcionala f bez
promjene norme. Na osnovu gore pokazanog, f # @. U F uvedimo
sljedecu relaciju, za fi, fo € F

fi =X fo & f, je produzenje funkcionala f;.

Trivijalno se pokazuje da je sa uvedenom relacijom, f parcijalno
uredjen skup. Pokazimo sada da su u F ispunjeni uslovi za prim-
jenu Zornove leme.

Neka je f o proizvoljan lanac u F (svi elementi u F, su medjusobno
uporedivi uvedenom relacijom). Oznacimo sa

r=JL .

iel

gdje su L; (i € I) lineali na kojima su definisani funkcionali f; € f
i koji predstavljaju prosirenja lineala L. Kako je [ lanac, to je za
proizvoljne f;, f; € Foili f; < f; ili f; < f;, a to onda znaci da za odgo-
varajuce lineale vrijedi ili L; C L; ili L; C L;. Koristeci ovo, lahko
dokazujemo da je L' lineal u X i da je L C L', a takodje za svako
ieljelL;, CL.
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4.2. Hahn-Banachov teorem

Definisimo sada funkcional f; : L' — R na sljede¢i nacin: za
proizvoljno x € L', postojii € I, takav da je x € L;, i stavimo

fo(z) = fi(z) .

Neka je x € L' proizvoljan i neka je i € I onaj za koga je € L;. Ako je
L; neki drugi lineal koji sadrzi =, tada za odgovarajuce funkcionale
vrijedi

iz fi i f; =i
Neka je recimo f; < f;. Ovo onda zna¢i da je funkcional f; prosirenje
funkcionala f;, a onda se njihove vrijednosti poklapaju na L;, tj.

fo(z) = fi(x) = f(z) ,

te vrijednost funkcionala f, ne ovisi o tome koji od funkcionala
biramo nego samo o z, pa je f, dobro definisan funkcional.

Ako su z,y € L’ proizvoljni, tada postoje L; i L, takvi da je z € L; i
y € L;, ali pri tome zbog uredjenosti lanca, jos vrijedi npr. L; C L;.
Dakle, z,y € L;, a kako je on lineal, to mamo

folz +y) = filx +y) = fi(x) + fi(y) = fo(x) + foly) -

Na slican nacin se pokazuje da za proizvoljno A € R, vrijedi

fo(Az) = Af(z) .

Dakle, f; je linearan funkcional.
Kako je za proizvoljan f € F,
rel

|fll = 1, tada je za proizvoljno

[fo(@)| = |fi(x)] < [l ,

odnosno || fy|| < 1. S druge strane imamo

foll = sup Lol@) | folx)] | fi(2)]

> sup = Ssup
zeL/\{0} ||| z€L;\{0}

= (Il

N || zeLfoy |||

za proizvoljno i € I, a to zna¢i || fy|| > 1. Dakle, vrijedi

| foll =1

Iz svega navedenog zakljucujemo da je f, prosirenje funkcionala f,
bez promjene norme, ali takodje i proSirenje svakog od funkcionala
fi € Fo. Dakle,

(VfieFo) i 2 fo,
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4.2. Hahn-Banachov teorem

a Sto neznaci nisSta drugo do da lanac f, ima bar jedno gornje
ogranicenje. Zbog proizvoljnosti lanca, a na osnovu Zornove leme,
zakljucujemo da u F postoji maksimalan element, oznacimo ga sa
f*. Kao prvo, imamo da je f* prosirenje funkcionala f, bez prom-
jene norme, a kao drugo ostaje nam vidjeti da je ovaj funkcional
definisan na citavom X.

Kad to ne bi bilo, tj. D;» C X, postojao bi z € X, takav da z ¢
Dy.. Tada bi funkcional f*, na osnovu prvog dijela dokaza, mogli
prosiriti bez promjene norme na lineal

LT:Df* @Ll,

gdje je Ly = {zr € X|xz= Xz, A € R}. Medjutim, ovo bi znacilo da
f* nije maksimalan element u F, pa prema tome ova mogucnost
otpada, tj. mora vrijediti

Dp =X,

¢ime je teorem dokazan. &

Hahn-Banachov teorem je jedna "ogromna” teorema, a to potvrd-
juju i mnoge posljedice, tj. tvrdnje koje se dokazuju koristeci ovaj
teorem. Mi cemo ovdje navesti samo neke od njih.

Teorem 4.2.2. Neka je z, proizvoljan nenula element prostora X.
Tada na X postoji linearan funkcional f*, takav da vrijedi

o |l =1.

o f*(0) = [|zoll.

Dokaz : Neka je 0 # zy € X proizvoljan. Posmatrajmo lineal

L={z]z=Xxy, A€ ®} .
Definisimo f : L — &, na sljedeé¢i nacin, za x = A\zy € L
f(x) = Alfaol| -

Za ' 2" € Lia,be ®, imamo
flax'+b2") = f(aNxo+bN"xg) = f((aN+0N")xg) = (aN+bN")||xo|| = af (z')+bf (z") ,
te je f linearan funkcional. Dalje imamo

£ _ o Wl

zeL\{0} || ]| _Ae<1> [[Azo]| a

A1 =

106



4.2. Hahn-Banachov teorem

Iz same definicije funkcionala vidimo da je zbog xy =1 -z

f(xo) = ol -

Pozivajuci se sada na Hahn-Banachov teorem, dati funkcional f
mozemo produziti na c¢itav prostor do funkcionala f*, koji ima istu
normu kao i f (tj. vrijedi prva osobina) i pri tome se poklapa sa
funkcionalom f na L (tj. vrijedi druga traZena osobina). &

Teorem 4.2.3. Neka je X Banachov prostor i neka je L pravi pot-
prostor od X. Neka je vy € X \ L. Tada postoji ogranicen linearan
Sfunkcional f* na X, takav da vrijedi

o |[ffl=1.
o [(wo) = d = d(wo, L).
o (VxelL) f*(z)=0.
Dokaz : Neka je zy € X \ L. Posmatrajmo skup
Li={zeX|z=Xxg, \€ D} .
L, je jednodimenzionalan potprostor od X, te je potprostor i
L'=LoL,,

i pri tome se onda svaki = € I/, na jednoznac¢an nac¢in moze zapisati
u obliku
r=I1l+Xxg,le€L, Aed.

DefiniSimo na L’ funkcional f; sa

fo(l’) = fo(l + )\CL’Q) = )\d s

gdje je d udaljenost elementa z, od potprostora L, tj. d = d(zo, L).
Ocigledno za = € L vrijedi fy(z) = 0, a takodje i fy(zo) = d. Izratunajmo
normu ovog funkcionala.

1l = sup 0@ _ [foll + Ax)|
eel |7l ier aes ||l Azl
B P/ d
" e hea T+ w0l ier, ew o + L
d
= O o+ 11 frer o 7]
_ d_
To1
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4.3. Reprezentacija ogranicenih linearnih
funkcionala

Ostaje nam samo primjeniti Hahn-Banachov teorem i utvrditi pos-
tojanje ovakvog funkcionala na ¢itavom prostoru. &

Sljedeca posljedica cesto se naziva teorem o postojanju dovoljnog
broja neprekidnih funkcionala.

Teorem 4.2.4. Neka je X Banachov prostor i neka su x,y € X. Ako
za svaki f € X* vrijedi f(x) = f(y), tada je x = y.

Dokaz : Ako je © # y, onda je x —y # 0, pa na osnovu prve
posljedice, postoji f € X*, takav da je f(x —y) = ||z — y||. Ovo znaci
da je f(x) # f(y), pa kontrapozicijom imamo iskazanu tvrdnju. &

Ovaj teorem smo mogli iskazati i u ekvivalentnom obliku: Ako je
f(z) =0zasve f € X*, onda je z = 0.

4.3 Reprezentacija ogranicenih linearnih
funkcionala

4.4 Konjugovani prostori

4.5 Slaba konvergencija
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Glava 5

Hilbertovi prostori

5.1 Skalarni produkt. Hilbertovi prostori.

Definicija 5.1.1. Neka je H linearan vektorski prostor nad poljem
skarara ¢ i neka je svakom paru (x,y) € H pridruzen broj (z,y) € ®,
tako da vrijedi:

1. (Vx € H) (z,z) >0,

r,x) =0& 2 =0,

-
-
. (Vo,y € H) (z,y) = (y,2),
. (Vo,y,2 € H)(Yo, B € ®) (ax + By, 2) = alz, 2) + B(y, 2).

2
3
4

Tada kazemo da je na H definisan skalarni proizvod.

Navedimo neke vaznije osobine skalarnog produkta koje proizilaze
iz same definicije.

Lema 5.1.1. (Vz,y,2 € H)(Vo, B € ®)(x,ay + B2) = a(z,y) + B(z, 2).

Dokaz : Neka su z,y,2 € H i o, € ® proizvoljni. Tada vrijedi:

(z, ay + fz) = (ay + Bz,2) = aly, x) + H(z,x) = aly, v) + B(z, 7)

= @(y,qj) + B(Z,JJ) = @(.TJ, y) + B(.TJ, Z)'
)

Lema 5.1.2. (Vz € H) (2,0) = (0,z) = 0.
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5.1. Skalarni produkt. Hilbertovi prostori.

Dokaz : Neka je z € H proizvoljan. Tada imamo

(Oax):(0+07x):(07$)+(0,$):>02(O,x) B B
(z,0) = (2,04 0) = (x,0) + (x,0) = 0 = (x,0) }:> (z,0) = (0,2) = 0.

)

Lema 5.1.3. (Vz,y € H) |(z,9)]* < (z,2)(y,y).

Dokaz : Neka su z,y € H i A € ® proizvoljni. Na osnovu nenega-
tivnosti skalarnog proizvoda vrijedi

(x+ Ay, z+ Ay) > 0.

Uzimajuci u obzir trecu osobinu skalarnog proizvoda i Lemu
5.1.1, dobijamo

(2,2 + \y) + My, x4+ Ay) = (z,2) + Mz, y) + Ay, z) + M\ (y,y) > 0.
NE

Stavimo li da je

~ (zy)
A= (y,y)’@#o)’
dobijamo
@Yy @Yy @yl
e+ () @+ () @9 g @)
_ ()~ Y@y @)@y |(z, y)|?
’ (v, 9) (v, ) (v, 9)
R () s (Y )1 R (G2 )1
(@2) (v, 9) o) | ) o
odakle je
(=, y)|?
=70
Mnozec¢i zadnju nejednakost sa (y, y), dobijamo
(2, 9)[* < (2,2)(y, y)- (5.1)

Jasno je da za y = 0 nejednakost (5.1) vrijedi trivijalno, pa (5.1)
vrijedi za svaki z,y € H. &
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5.1. Skalarni produkt. Hilbertovi prostori.

Ova nejednakost poznata je pod nazivom Schwartzova nejed-
nakost ili nejednakost Cauchy-Schwartz-Buniakowskog.

Neka je sada H linearan vektorski prostor na kome je definisan
skalarni produkt. Stavimo li za » € H

[zl = v/ (z, z) , (5.2)

jasno je da na osnovu definicije skalarnog produkta vrijede prve tri
osobine norme. Provjerimo cetvrtu osobinu. Za proizvoljne x,y € H
tada vrijedi
Iz +yll* = (z+y.2+y) = (ro+y)+ Y 2+y)
= (z,2) + (2,9) + (v, 2) + (v,9)
= ol* + (2,9) + (y, 2) + llyl* -

Koristeci nejednakost (5.1) i relaciju (5.2), iz gornjeg imamo

lz+yl? < flell® + 2 ll=ll - [yl + lyl* = Al + lyl)?

odnosno vrijedi
Iz +yll < {lzll +llyll -

Dakle, sa (5.2) je uvedena norma na H za koju kazemo da je
"izvire” iz skalarnog produkta, pa je H dakle normiran prostor.

Definicija 5.1.2. Linaran vektorski prostor H na kome je definisan
skalarni proizvod iz kojeg izvire norma data sa (5.2), nazivamo uni-
tarnim vektorskim prostorom.

Lema 5.1.4. U unitarnom vektorskom prostoru vrijedi
1 : : : :
(%MZZDM+MP—W—yW+Mx+wW—HM—wW- (5.3)

Dokaz : Slicno malopredjasnjem postupku, lahko se pokazuje
da vrijede sljedece jednakosti:

2+ yll* = llzl* + (2, y) + (y,2) + [ly] (5.4)
lz = ylI* = ll=[* = (z,y) = (g, 2) + [lyl* (5.5)
ille +ayl* = dllzl* + (2, y) = (v, 2) + illy||* (5.6)
il = ayl* = ill=|* = (2, y) + (v, 2) + |yl (5.7)
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5.1. Skalarni produkt. Hilbertovi prostori.

Sabirajuci (5.4), (5.5), (5.6) i (5.7) dobijamo

2 +yl* = |z = ylI* +illz +ayl|* —illz —ayl|* =
= lzl” + (z,9) + (v, 2) + ly]I* = =1 + (z,9) + (y,2) = [ylI*+
+illz|? + (z,y) = (g, 2) +illyl* = illz|* + (z,9) = (y,2) = |yl =

=4 (‘Ta y) 5
a odavde direktno slijedi jednakost (5.3). &

Lema 5.1.5 (Relacija paralelograma). Neka je H unitaran vek-
torski prostor. Za proizvoljne x,y € H vrijedi relacija

lz +yl* + llz =yl = 2[|2]* + 2[lylI* - (5.8)

Dokaz :
Sabirajuci jednakosti (5.4) i (5.5) dobijamo

lz +yl1* + lle — yl1* = 2fl2]* + 2[lyll* .
tj. relaciju paralelograma (5.8). &

Gornja tvrdnja predstavlja jednostavno geometrijsko pravilo da
je zbir kvadrata dijagonala paralelograma jednak sumi kvadrata
njegovih stranica. Medjutim, ovdje imamo i mnogo vazniju ¢injenicu.
Naime, ako u normiranom prostoru, za svaka dva vektora vrijedi
(5.8), tada je taj prostor unitaran, tj. u njemu se moze uvesti
skalarni produkt iz koga izvire data norma. Ako ovo posmatramo u
kontrapoziciji imamo tvrdnju da ukoliko nije zadovoljena jednakost
(5.8), tada prostor nije unitaran.

Lema 5.1.6. Skalarni proizvod je neprekidna funkcija svojih argu-
menata.
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5.1. Skalarni produkt. Hilbertovi prostori.

Dokaz : Neka su dati nizovi (z,,)nen, (Yn)nen C H, takvi da
(Tn) = 21 (Yn) = ¥y, (0 — 0), Y.

|z =z =0, |lyn—yll = 0; (n— c0) .
Tada imamo

(@0, yn) = (@) = (@0, 90) = (T, 90) + (2,90) — (2, 7))
= (@0 — 2, yn) + (2,90 — )|
< (@ — 2, y0)| + [(2, 90 — )]
< lzw =2l lynll + 2] - llye =yl = 0, (n— o0).

Dakle,
(Tns yn) — (z,y) (n — o0) ,

tj. skalarni produkt je neprekidan po obje koordinate. &

Neka je H unitaran vektorski prostor. Na osnovu Teorema 2.2.5,
H se moze upotpuniti do kompletnog normiranog prostora H i to
tako da je H svuda gust u H, tj. H je Banachov prostor. Pokazimo
da je tada i prostor H unitaran.

Neka su 7,5 € H proizvoljni. Tada postoje nizovi (x,)nen, (Yn)nen C
H koji konvergiraju ka 7 i 7 redom. Jasno je da su ovi nizoviiu H,
a zbog konvergencije oni su i Cauchyjevi nizovi, pa vrijedi

|20 = 2wl =0, [y — Yl — 0 (n — o0).
Dalje imamo

(@ Yn) = (@, Ym) | = (@0 Yn) — (@ns Ym) + (T Ym) — (T, Y|
[(Zns Yo — Ym) + (Tn — T, Ym)|

< @ Yo = ym)| + (20 = T, Y )|

< lzall - yn = ymll + lzn = 2l - ymll = 0 (0 — 00) .

Dakle, ((n,yn)),ey j€ Cauchyjev niz u R, a zbog kompletnosti
R, on je i konvergentan. To znaci da postoji konacna grani¢na
vrijednost
lim (2, Yn)-

n—oo

Zbog neprekidnosti skalarnog produkta, vrijedi

lim (z,,y,) = (lim z,, lim y,) = (7,7) ,

n—oo
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5.1. Skalarni produkt. Hilbertovi prostori.

odnosno, sve osobine koje vaze za (x,,y,), S€ u graniénom procesu
prenose na (7,7%), pa je (z,7y) skalarni produkt na H.

Osim toga, za proizvoljan T iz H, postoji niz (z,).exy u H Kkoji
konvergira ka 7. Sada imamo

lim (2, ]| = lim /(2 2)
n—o0 n—oo
odnosno,
| lim z,| = \/( lim z,, lim x,).
n—00 n—00 n—00

Znaci vrijedi

7l = v (T, 7).
Dakle, H je kompletan unitaran vektorski prostor iz ¢ijeg skalarnog
proizvoda izvire norma.

Definicija 5.1.3. Kompletan linearan vektorski prostor snabdjeven
skalarnim proizvodom iz kojeg izvire norma, naziva se Hilbertov pros-
tor.!

Primjer 5.1. Posmatrajmo realan n-dimenzionalni vektorski prostor
R™. Neka je {ey,eq,...,¢,} baza u R". Tada se svaki vektor € R" na
jedinstven nacin moze prikazati preko elemenata baze, tj.

T = Zfiez’a & eR
i=1
Za proizvoljne z,y € R" definiSimo
(z,y) = ngi : (5.9
i=1

Provjerimo da 1i je ovim definisan skalarni produkt. Moramo prov-
jeriti da li vaze sve Cetiri osobine Definicije 5.1.1.

1. Neka je = € R" proizvoljan. Tada na osnovu jednakosti (5.9)

vrijedi
(z,2) = Z&fi = ZQZ >0.
i=1 i=1

1David Hilbert
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5.1. Skalarni produkt. Hilbertovi prostori.

2. Ako je (z,z) =0, to znaci da je

Y &=0e&=0,i=12...n,
=1

paje xz = 0.

3. Neka su z,y € R” proizvoljni. Tada je na osnovu (5.9)

y) = Zginz angz =\,
i=1

S obzirom da se radi o realnom prostoru, to se znak konju-
gacije gubi, tj. vrijedi (y,z) = (y,z). Dakle, (z,y) = (y,x) = (y, x).

4. Neka su sada z,y,z € R" i a,b € R proizvoljni. Tada je

ar + by = aZ@ez + bZThQ = Z (&iei) + Z b(niei) =
i=1 i=1

n

_ Z (a&)e; + (bm)e;] = Z(afi + bn;)e; .

i=1
Iz ovoga zakljucujemo

n n

(ax+by, z) = Z(aﬁﬁbm)m = Z(a&uﬁbmm) = Z agiMH‘Z bniji; =
i=1 i=1

i=1 i=1
—az&,umthnl,uZ: a(x,z) 4+ b(y, 2) .

Dakle, sa (5.9) je zadat skalarni proizvod na R". Provjerimo da li
iz ovako definisanog skalarnog proizvoda izvire norma. U tom cilju
stavimo da je

lal? =" g llall = (D) (5.10
i=1 =1

Zbog nacina na koji smo definisali funkciju || - ||, jasno je da
vrijede prve tri osobine definicije norme. Provjerimo cetvrtu, neka
su z,y € R" proizvoljni. Tada je

n

Tt+y= Z&ez + anez = Z Eiei +mie;) = Z(@ + m;)e,
=1

i=1
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5.1. Skalarni produkt. Hilbertovi prostori.

pa je
o+l = (Y (&+m)?)’
=1

Na osnovu nejednakosti Minkowskog imamo da je

(Zn:(gmL??i)Z)% < (ié?)éﬂL <zj:7722>; .

1=

Dakle,

ot ol = (@ +n) < () + (o)) = ol + ol
i=1 =1

1=

odnosno ||z+y|| < ||z||+|ly||, pa vrijedii éetvrta osobina norme. Znaci
sa (5.10) je definisana norma koja izvire iz skalarnog produkta.
Ovim smo pokazali da je R" unitaran vektorski prostor.

Kako su proizvoljne dvije norme na konac¢nodimenzionalnom
prostoru ekvivalentne, R" je kompletan prostor i u odnosu na normu
(5.10). Dakle, R" je kompletan vektorski prostor snadbjeven skalarnim
proizvodom iz kojeg izvire norma, pa je s obzirom na Definiciju
5.1.3, R" Hilbertov prostor. <

Primjer 5.2. Ako umjesto prostora R" posmatramo prostor C" i neka
je {ei,ea, ..., e,} njegova baza. Neka su

n n
$:§ §i6iiy:§ ni€i,
1 i1

reprezentacije vektora z,y € C" preko elemenata baze. Tada mozemo
definisati

(z,y) = > &M - (5.11)
=1

Analognim postupkom kao u prethodnom primjeru, uzimajuci

da je
l2l? =" l&l 6. fall = (3 lail?)”,
i=1 i=1

dolazimo do zakljucka da je C" Hilbertov prostor. <
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5.1. Skalarni produkt. Hilbertovi prostori.

Primjer 5.3. Posmatrajmo prostor [, i za =,y € I, uvedimo
(2,9) =Y i (5.12)
=1

Imamo da vrijedi:

1. Neka je = € [, proizvoljan. Tada je
(x,2) = le T = Z\xz\z >0.
i=1 i=1

2. Osim toga,

(,2) =0 & > [w;’=0 & 2,=0(VieN) & z=0.

i=1

3. Neka su z,y € [, proizvoljni. Tada je

) =S e = (L 5T) = (L uw) =G

4. Neka su z,y,z € l; i o, 8 € ® proizvoljni. Tada je

o)

(ax + By, z) = Z(ozxi + Byi)zi = Z ox;Z; + Z Byiz; =
i—1 i—1 i—1

= azxzz_l+ﬂzylz_l = OZ(J,’,Z) +6<y72)
i=1 i=1

Na osnovu Definicije 5.1.1, zakljucujemo da je sa (5.12) defin-
isan skalarni produkt na /,. Uvedemo li

|zl => a7, (5.13)
i=1

lahko provjeravamo da je sa (5.13) definisana norma na l,. S
obzirom da je [, kompletan, to ovaj prostor zadovoljava sve uslove
Definicije 5.1.3, pa je [, Hilbertov prostor. ¢
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5.1. Skalarni produkt. Hilbertovi prostori.

Primjer 5.4. Posmatrajmo prostor L,(G) i definiSimo na ovom pros-
toru

(z,y) = / z(t)y(t)dt . (5.14)
a
Za ovako definisano preslikavanje, vrijedi:

1. Neka je z(t) € L, proizvoljna funkcija. Tada je

(:c,x):/Gx(t)%dt:/(;\x(t)ﬁdtzo.

2. Pored toga, vrijedi i

(x,2) =0 & /G|:)3(t)|2dt:0 s 2))P=0 & 2(t)=0.

3. Neka su z(t), y(t) € L, proizvoljne funkcije. Tada je

(@) = [ a0yiar = [ w0u0a = [ y(oiaiae =T
4. Neka su z(t),y(t), 2(t) € L2 i o, § € ® proizvoljni. Tada je

(0a+y.2) = [ oyt = | ar(zmar+ [ puce)

—a [ s e+ 5 [ Byt = ale.2) + 5(0.5) .

Dakle, sa (5.14) smo definisali skalarni proizvod na prostoru L, i
lahko se pokaze da je sa

]2 = / 2(t)|2dt (5.15)

definisana norma na L. S obzirom da je L, kompletan prostor, to
je na osnovu Definicije 5.1.3, Ly(G) Hilbertov prostor.

Primjer 5.5. Prostor C|a, b] sa standardnom metrikom, nije Hilbertov
prostor.
Ako bi bio, onda bi norma tog prostora

lall = ma (1)
€lab
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5.1. Skalarni produkt. Hilbertovi prostori.

morala izvirati iz skalarnog produkta definisanog na tom prostoru,
a takodje bi morala vrijediti i relacija paralelograma. Medjutim,
posmatrajmo funkcije

Lahko se provjerava da vrijedi

A=l =1, If —gll =1i[lf +gl[=2.

Ali sada imamo

1 + gl +[1f — gll* =5 # 4 =2[|f|I +2||g]]* ,

tj. ne vrijedi relacija paralelograma. Dakle, posmatrani prostor nije
Hilbertov prostor.

Ako bi smo probali analogijom sa L, prostorom da na Cfa,b]
uvedemo skalarni produkt sa

(f.9) = / Fgdt

a sa njim i normu Kkoja izvire iz ovog skalarnog produkta

1l = VTP = </ab|f(t)|2dt)% ,

onda se pokazuje da ovakav prostor nije kompletan. Zaista neka je
C'[0,1], posmatramo li niz

~
IN A

/\ N ==

~ +
{0

IN3

0 ;
fa(t) = { (n+3)(t—3) ;
1

NI~ —= O
+ IANIA

‘H
— w

Y

3
+
w

za vjezbu ostavljamo da se pokaze da dati niz jeste Cauchyjev, ali
da nije konvergentan u C|0, 1].

Naravno da bi sada mogli izvrsSiti kompletiranje ovog prostora,
ali tada bi se dobio prostor Ls[a,b], za koga smo ve¢ pokazali da je
Hilbertov. ¢
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5.2. Ortogonalnost i ortogonalni komplement

5.2 Ortogonalnost i ortogonalni komplement

Definicija 5.2.1. Neka je H Hilbertov prostor. Za vektore x,y € H
kkazemo da su ortogonalni ako i samo ako je (z,y) = 0. Tada piSemo
r Luy.

Ako je fiksan element x € H ortogonalan na svaki vektor skupa S C
H, kazemo da je x ortogonalan na S i piSemo x L S.

Ako je svaki vektor skupa S; C H ortogonalan na svaki vektor skupa
Sy C H, kazemo da su skupovi ortogonalni i piSemo S, L S;. Za
proizvoljan S C H, uvodimo oznaku

St={recH|l(VueS) zLu}.
Sljedecim tvrdjenjem dajemo neke jednostavne karakteristike
ortogonalnosti.
Lema 5.2.1. Neka je H Hilbertov prostorix,y, € H (n € N).
1. Neka je x 1 y, iz L y,. Tada za proizvoljne a,b € ® vrijedi
x L ayy + bys.

2. Neka je x 1 y, n € N) i neka y, — yo (n — o0). Tada vrijedi
r L yo.

3. Akojex L S, tadaje x L L(S).

Teorem 5.2.2 (Pitagorina teorema). Neka je H Hilbertov prostor.
Ako su x,y € H ortogonalni, tada vrijedi

e+ yl* = llzl* + [lyl*

A
Y
X
i

<]

Ef
Dokaz :
Neka su z,y € H, ortogonalni. Iz jednakosti (5.4), a na osnovu
ortogonalnosti vektora imamo

lz+yl? = |zl*+ (z,9) + (y,2) + [|y|]?
= |lz|P+ 040+ |yl
z))* + [ly]|* -
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5.2. Ortogonalnost i ortogonalni komplement

Lema 5.2.3. Ortogonalni komplement proizvoljnog podskupa Hilber-
tovog prostora H je potprostor od H.

Dokaz : Zaista, neka je A C H i neka su z,y € At i \,u € @
proizvoljni. Tada je za proizvoljan z € A

Az 4+ py, z) = Mz, 2) + pu(y, 2) =0,

tj. Az + py € A, odnosno A* je linearan vektorski prostor.

Neka je sada (y,).eny C A proizvoljan konvergentan niz. Neka
je y tacka konvergencije tog niza. Tada za proizvoljno = € A, na
osnovu neprekidnosti skalarnog produkta imamo

(z,y) = (2, lim y,) = lim (z,y,) =0 .

Dakle y € A', pa je Al zatvoren skup, a to onda znaci da je on
potprostor od H. &

Definicija 5.2.2. Neka je S podskup od H, pri ¢emu je H Hilbertov
prostor. Za S kazemo da je konveksan skup ako vrijedi

(Vu,v € S)(WA€[0,1]) du+(1—-NveS.

Sljedece dvije teoreme daju nam osnovne geometrijske karak-
teristike Hilbertovih prostora.

Teorem 5.2.4. Neka je S C H konveksan i zatvoren skup. Tada
(Vl’o - H)(Hlyo c S) d(l’o,S) = H«TO — yOH .

Dokaz : Neka je S C H konveksan i zatvoren skup i g € H
proizvoljan. Oznacimo

d(wo, 5) = Inf d(z,y) = inf |lzo —y[| =d .

Na osnovu definicije infimuma, u S postoji niz (y,).en, takav da
[0 = [l = d (n — 00).

Neka su m,n € N, posmatrajmo elemente y, — xo, Yy, — 290 € H
i kako je H Hilbertov prostor, to za ove elemente vrijedi relacija
paralelograma, tj.

Hyn + Ym — 21’0”2 + Hyn - ym||2 = 2||yn - xOHZ + 2||ym - 1’0”2 )
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5.2. Ortogonalnost i ortogonalni komplement

Sto je ekvivalentno sa

Yn Y 2

2
N——

yl

4|z — M = Yl = 2/yn — 2ol1? + 2/l ym — 20| -

S obzirom da je po uslovu zadatka S konveksan skup, to je ¢ € S,
pa vrijedi

Allzo = y/II* + llyn = ymll* = 4(in llzo = yI)* + llyn = ymll” ,
odnosno,
zo =1 + lyn — yml® = 4d” + lyn — yul* -
Iz posljednje dvije nejednakosti dobijamo
2[lyn — zoll* + 2llym — ol — 4d* = [y — ym* -

Pustaju¢i da m,n — oo, zakljuc¢ujemo da ||y, — ym|| — 0, a to znaéi
da je (y,)neny Cauchyev niz u S C H, i kako je H Hilbertov prostor,
tj. kompletan, to je ovaj niz konvergentan. Dakle, postoji yo € H,
takav da y, — yo (n — o0). Osim toga, zbog zatvorenosti skupa S je
yo € S. Sada je

d = d(ay, ) = inf llz —y|| = lim [lzo — all = llzo = lim g = flz0 ol
Ostaje da pokazemo da je ovakav element jedinstven. Pretpostavimo
da postoje y, y, € S, takvi da je

d(wo, S) = llzo = woll 1 d(z0,5) = [0 =yl -

Kako je S konveksan skup, to za svako )\ € [0, 1] vrijedi \yo + (1 —
Ny, € S ipri tome je

|20 — (Ayo + (1 = Nyp)l| > d = d(xo, S)
Sada imamo
d < | Azo+ (1= Nzo — Ayo — (1 — Nyl
[A(z0 = o) + (1 — A)(zo — o)l
IA(z0 = yo) || + [I(1 = A) (w0 — o)l

= Alzo = yoll + (1 = Mllzo — ol
A+ (1-Nd=d.

IA
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Dakle, mora vrijediti
lzo — (Ao + (1 = Nyp)ll = d ,
odnosno za proizvoljno X € [0, 1]
Iz — (Ago + (1 = Nyo) | = d* .
Odavde na osnovu osobina skalarnog produkta imamo

zo — Mo — (1 = N)yh, 2o — Ayo — (1 = N)yp)

d? (

= ((zo— yé) — AMyo — yé)a (w0 — y()) — AMyo — yé))
(
(

o — Yo, (To — yo) — Awo — %)) — Ao — %o, (w0 — 50) — Ayo — %0))
2o = Yo, To — ¥o) — Mxo — Yo, Yo — ¥5) — Ayo — 6, To — ¥o) — A* (Yo — ¥, Yo — ¥o)
lzo = woll* = A((wo = %o, 90 — w6) + (w0 — Yo, 70 — 90)) + Allvo — woll”
d* = M((zo — yo, Yo — ¥0) + (@0 — ¥, o — %)) + Allyo — wol* -
Iz posljednjeg zakljucujemo da za svako \ € [0, 1], vrijedi
Nllyo = woll* = A((zo = o, yo — yo) + (w0 — Yo, 20 — yp)) = 0.

Kako je ovo kvadratni polinom po ) i mora biti jednak O za svako
A € [0,1], to ¢e se dogoditi samo ako su koeficijenti tog polinoma
jednaki 0. To izmedju ostalog znaci da mora biti

lyo — voll* =0,
iz cega onda dobijamo da je yo = y;. &
Teorem 5.2.5. Neka je H Hilbertov prostor i H, potprostor prostora

H. Tada za svaki x € H postoji tacno jedan y € H,, takav da je
(r—y) L Hy.

Dokaz : Kako je H; potprostor Hilbertovog prostora H, to je H,;
zatvoren i konveksan skup, pa na osnovu Teoreme 5.2.4 vrijedi

(Vo € H)(Gwy € Hy) d(z, Hy) = ||z -y .
Neka su sada v € H; i A € ® proizvoljni. Tada je:
le—y =Xl = flz —yll & llz—y—2ul*= [z -yl
Zbog jednakosti (5.2) imamo da vrijedi

(x —y — A, x—y—)\u)2||l'—y||2.
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Primjenjujuci sada osobine skalarnog produkta na prethodnu
nejednakost, dobijamo:
(@ —y,x—y— ) = Mu,z —y — M) 2 [z —yl?
& (r-yr—y) - M —yu) = Mu, 2 —y) + X(u,u) > [z —y|?
& o=yl =AMz =y u) = Mu, 2 = y) + N[Jul]* = [lz - y|*

s NullP > Mz -y, u) + Mu, z —y) (VA€ @, Yu e Hy) (5.16)

Posmatrajmo sada dva slucaja:

1. X e R, X >0, tada iz (5.16) dobijamo
N ull* = Mz = y,u) + Au,  —y).
Dijeljenjem ove nejednakosti sa A > 0, dobijamo
(& —y,u) + (u, 2 — y) < Alfulf*.
Pustimo li da A — 0, imamo da vrijedi

2. Ae R, A <0, tada iz (5.16) dobijamo
Null* > Mz = y,u) + Au,  —y).
Dijeljenjem ove nejednakosti sa A < 0, dobijamo
(2 —y.u)+ (u,z —y) > Alful|*.
Pustimo li da A — 0, imamo da vrijedi

Iz nejednakosti (5.17) i (5.18) dobijamo da za svako v € H; mora
biti
(x—y, u)+ (u, z—y)=0. (5.19)

Izvrsimo li formalnu zamjenu u sa iu u (5.19) imamo

Dijeljenjem posljednje jednakosti sa i, dobijamo da za svako u € H;
mora takodje biti
(w,x—y) = (r—y,u)=0. (5.20)
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Jednakosti (5.19) i (5.20) nam daju
(u,x—y)z(m—y,u)zo, vueHl?

odnosno, (x —y) L Hj.
Pokazimo jedinstvenost ovakvog elementa. Neka su y;,y, € H;
takvi da je
(I—yl)J_Hl A\ (I—yg)J_Hl

To znaci
(Vu € Hy) (x —y1,u) =0 A (x —y2,u) =0,
ili
(Vu € Hy) (x —y1,u) — (x —y2,u) =0 .
Dakle, vrijedi

(VYu € Hy) (y2 —y1,u) =0 .
Stavljajuci sada da je u = y, — y;, dobijamo
(2 = y1,92 =) = g — > = 0,
iz cega je onda y, = y;. &

Ovaj teorem nam ustvari govori da ako je H; potprostor Hilber-
tovog prostora H, tada svaki z € H mozemo na jedinstven nacin
napisati u obliku z = y+ 2, pri cemu jey € Hiiz =2 —y L H.
Naime, vazi:

Teorem 5.2.6. Neka je H, potprostor Hilbertovog prostora H tada
(Vee H)(3ly € Hy A 3z L Hy) r=y+z
Ovo takodje mozemo iskazati u sljedecoj terminologiji.

Teorem 5.2.7. Ako je H, potprostor Hilbertovog prostora H, onda je
H ortogonalna suma potprostora H, i Hi-, uoznaci H = H, ® H{-.

5.3 Ortonormirani sistemi

Definicija 5.3.1. Skup vektora E = {e,|a € A} u Hilbertovom pros-
toru H nazivamo ortogonalnim skupom ako vrijedi

(Va, B € A) (a # B = (ease5) =0) .
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Skup E nazivamo normiranim skupom ako vrijedi
(Va e A) e =1.

Ako je E ortogonalan i normiran skup, onda kazemo da je E ortonormi-
ran skup (ili ortonormiran sistem).

Definicija 5.3.2. Za ortonormiran sistem kaZzemo da je maksimalan
ako nije sadrzan niti u jednom Sirem ortonormiranom sistemu.

Teorem 5.3.1. Skup {e,|a € A} je maksimalan ortonormiran sistem
u Hilbertovom prostoru H ako i samo ako ne postoji nenula vektor u
H, ortogonalan na sve vektore datog sistema.

Dokaz : Neka je {e,|Ja € A} maksimalan ortonormiran sistem i
pretpostavimo da postoji 0 # zy € H, takav da je za sve a € A,
(0, €a) = 0. Oznacimo sa yo = p%. Tada je [yof| = 1 i pri tome
je sistem koji se sastoji od {e,|a € A} i vektora y, ortonormiran i
strogo Siri od {e,|a € A}, Sto je u suprotnosti sa maksimalnosc¢u
sistema {e,|a € A}.

Neka je {e,|a € A} ortonormiran sistem u H za koga je zadovol-
jeno da ako za neko = € H vrijedi

(Va e A) (z,e4) =0,

tada je x = 0. Ako pretpostavimo da to nije maksimalan ortonormi-
ran sistem, onda bi postojao y # 0 takav da je {e,|a € A} U {y}
takodje ortonormiran sistem. Tada bi zbog ortogonalnosti ovog sis-
tema moralo biti y = 0, Sto je u suprotnosti sa izborom vektora y.
Dakle, {e,|a € A} je maksimalan ortonormiran sistem. &

Teorem 5.3.2. Svaki netrivijalan Hilbertov prostor sadrzi maksi-
malan ortonormiran skup.

Dokaz : Neka je H netrivijalan Hilbertov prostor, tada postoji
x € H takavdaje = # 0. Tada je skup {z¢}, gdje je zo = [ Dormiran
jer je ||zo|| = 1. Oznac¢imo sa S familiju svih ortonormiranih sistema
koji sadrze skup {z} i uvedimo relaciju "x” sa

S1,5 €S8, 51452%;{51@52-

Lahko se provjerava da je relacija uvedena na ovaj nacin, relacija
poretka. Ako je Sh lanac u S, tj. totalno uredjen skup u S,
pokazimo da je tada
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ortonormiran skup. Zaista,
reS = (35 €8p) z €5 i8S ortonormiran = |z =1,

Sto znaci da je S normiran skup.
S druge strane, ako su z,y € S, onda

(351,52 € SA) T € 51, Yy € SQ,

te kako je Sh lanac, to je S; < S ili S5 < S;. Neka je S; < 5;. Tada
zbog nacina na koji smo definisali relaciju "<”, imamo da je S; C S,
a to znaci z,y € S,. Kako je S; ortonormiran skup, to onda znaci da
je (z,y) =0, tj. ¥ i y su ortogonalni. Zbog njihove proizvoljnosti je S
ortogonalan skup. Dakle, S je ortonormiran skup.

Za proizvoljan S € S, vrijedi da je S C S, §to znaci da je Sa
ogranicen odozgo, pa na osnovu Zornove leme, postoji maksimalan
element u S i neka je to Sy, € §. Sada je S, maksimalan ortonormi-
ran skup u Hilbertovom prostoru H. &

Gornjim teoremom smo utvrdili vaznu ¢injenicu da u svakom
netrivijalnom Hilbertovom prostoru imamo maksimalan ortonormi-
ran sistem, ali nismo dobili nikakvu informaciju o kardinalnosti tog
sistema. Uz dodatne uslove na posmatrani Hilbertov prostor gornji
teorem dobija precizniju formu. Dokazimo prvo jedno pomocno
tvrdjenje.

Lema 5.3.3. Neka je S C H. Da bi skup L(S) bio gust u H potrebno
je i dovoljno da vrijedi

reH, 1S = x=0.

Dokaz : Neka je S C H i neka je L(S) gust u H. Za proizvoljno
xo € H, postoji (z,)neny C L(S), takav da z,, — x¢ (n — o0). Neka je
zo L S, tj. za svako s € S, (z9,s) = 0. Kako je L(S) skup konac¢nih
linearnih kombinacija vektora iz S, to onda i za svako = € L(S)
vrijedi (2o, z) = 0, a tim prije vrijedi i (zo,z,) = 0 (n € N). Iz neprekid-
nosti skalarnog produkta sada imamo

0= (%;xn) - (%;xo) = H$0H2 , — 00,

a to onda zna¢i da mora biti ||zy|| = 0, odnosno z, = 0.
Neka sada vrijedi, ako je x L S onda je z = 0. Pretpostavimo da

L(S) nije gust u H, tj. L(S) # H. Tada postoji v € H \ L(S), i na os-
novu Teoreme 5.2.6, postoje jedinstveni y, € L(S) i zo L L(S5), takvi
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da je u = yy + 2. Pri tome mora biti z, # 0 jer v ¢ L(S). Medjutim,
kako je zp L L(S), to je tim prije z, L S, pa bi zbog ucinjene pret-
postavke moralo biti 2z, = 0. Dakle imamo kontradikciju, pa L(S)
mora biti gustu H. &

Teorem 5.3.4. (Gramm-Schmidtov postupak ortogonalizacije)
Svaki separabilan Hilbertov prostor sadrzi najvise prebrojiv ortonormi-
ran sistem.

Dokaz : Neka je H Hilbertov prostor i neka je {y},v5,...,9,,...}
svuda gust prebrojiv skup u H. Ako u ovom skupu krenemo od
prvog elementa i izbacujemo sve one koji su linearna kombinacija
nekih prethodnih mu elemenata, formiramo skup {y:,vy2, ..., ¥n, ...}
koji je takodje najviSe prebrojiv skup u H. DefiniSimo sada

(yi,v1) (Wo,m1) - (Un, 1)
D, — (917'92) (y2,-yz) (yn,‘yz) meN). 5.21)
Wi, un) W2, un) - (Yo Yn)

Formirajmo sistem

(y1,y1)er + (Yo, y1)ea + - o+ (Yns y1)cn = 0

(yljy2)01 + (Y2, y2)c2 + - - + (Yn, Y2)Cn = 0 (5.22)

(yb yn)cl + (y27 yn)CZ + ...+ (yna yn)cn =0

Cija je determinanta upravo D,. Ako je D, = 0 sistem ima netrivi-
jalno rjeSenje (¢1,¢3,...,¢,) # 0 i stavimo da je

Yy=cy1 + Y2+ ...+ Cyn-

Kako su y1,¥s, .. .,y, linearno nezavisni i (¢,¢,...,¢,) # 0, to je
y # 0. MnozZeéi gornju jednakost sa y; (i € {1,2,...,n}), dobijamo

<y7yl) :c_1<y17yl)+c_2(y27yl>+_'_E(yn?yl) :07 (7': 1,2,...,”) )

odakle zakljuc¢ujemo da vrijedi (7,7y) = 0, Sto je ekvivalentno sa y =
0, a ovo je u suprotnosti sa konstrukcijom elementa j. Prema tome,
D,, # 0, za proizvoljno n € N.
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Oznacimo sada

hn Y2 T Yn
(i) (W2y1) o (Yny01)
Ty = # (Y1, 92) (y2,92) (Ynsv2) neN, Dy=1.
VDn Dy : : . : ’ ’
W1, Yn-1) W2sYn—1) - (YnsYn-1)

(5.23)

Ocigledno je svaki z, linarna kombinacija elemenata vy, s, ..., yn.

Takodje iz

n—1
V DnDn—l Ty = Zﬁzyz + (_1)n_1ynDn—l (ﬁz € (b) ) (524)
i=1

zbog D,,_, # 0 vrijedi

—1)n1 n—1
Yn = (D) ) (\/DnDn—lxn_Zﬁzyz) )
" i=1

fj. i y, su linearne kombinacije vektora z; , (k = 1,2, ...,n).
Pomnozimo sada z,,, dato sa (5.23), skalarno sa y; dobijamo

(i, v)  Wesws) o (Yno i)
(fcmyz'):\/ﬁ (ylgyi) (y2£yz’> (yn}yz-) =0 ,(1<i<n-1).
Wi vn ) W) = Gotnr)

Kako se svaki od vektora z;, (1 < i < n — 1) moze izraziti kao
linearna kombinacija vektora y;, (1 <i <n — 1), slijedi da je

(Tp, ;) =0, (1<i<n-—1).

To znac¢i da za i # j, vrijedi (z;,z;) = 0, dakle, {xy,29,...,2p,...} je
ortogonalan sistem.
Mnozeci sada z,,, dato sa (5.23), sa y,, dobijamo

Wiun)  W2sym) o (YnsUn)
1 wuy)  W2m) o Wmw) | (=)D,
) = 55| L | T DD
W1 Yn-1) W2,Yn-1) - (Un)Yn-1)

(5.25)

129



5.3. Ortonormirani sistemi

a mnozenjem (5.24) skalarno sa z,, dobijamo

V Dn n—1 xnaxn Zﬁz yzaxn ) _1(ynaxn)Dn—1 = (_1)n_1Dn—1(yn7xn)~

(5.26)
Sada iz jednakosti (5.25) i (5.26) slijedi
o (_1)n_1Dn—1
('Ifw xn) - m (yTIJ xn)
B (_1)n—1Dn_1 (_l)n—an
B \/DnDn—l \/DnDn—l
- (_1)2n_2DnDn—1 -1
B DnDn—l 0
Odavde je ||z, || = 1, za proizvoljno n € N. Znaéi, {z1,x2,...,Tpn,...}
¢ini normiran sistem. Dakle, {z,2,...,2,,...} ¢ini ortonormiran

sistem.

Neka je sada = € H, takav da je za sve i € N, (z,z;) = 0. Ovo opet
znaci da je (z,y;) = 0 za sve i € N, ali to onda zna¢i da jei (z,y)) =0
za sve i € N. Kako je skup {yi| i € N} gust u H, na osnovu Leme
5.3.3, zakljucujemo da je x =0

Dakle,

(Ve e H)(VieN) ((z,2;) =0 = z=0),

Sto na osnovu Teoreme 5.3.1 znaci da je {z,zo,...,x,,...} maksi-
malan ortonormiran sistem u H. &

Teorem 5.3.5. Neka je S C H ortogonalan sistem vektora i neka su

x; €S, (i € N). Tada red Z x; konvergira alko i samo ako konvergira

=1
o

redz [EA|E
=1

Dokaz : Oznacimo sa sy i s, redom parcijalne sume posmatranih

redova,
k k
=Y w0 s=) [l
i=1 i=1

Sada za m,k € N, m > k imamo

B HZ:C 7, —( zmj z, zmj zi). 6:27)
i i=k i=k+1

=1 1= 1=k+ 1=

2
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Kako je S ortogonalan sistem vektora, to za svaki ¢ # j vrijedi
(x;,z;) =0, pa iz (5.27) imamo

m

= sell? = > (2 Y i) = S (o) = S () =

i=k+1 i=k+1 i=k+1 j=k+1 i=k+1
m m k
= Nl =D Ml =D il = s — S
i=k+1 i=1 i=1

Ovo znac¢i da niz (s;)ren konvergira ako i samo ako niz (Sg)ien
konvergira ¢ime je tvrdnja dokazana. &

Definicija 5.3.3. Neka je {e,| o € A} ortonormiran sistem vektora u
Hilbertovom prostoru H. Brojeve oblika

To = (1,64) (€ A)

nazivamo Fourierovi koeficijenti vektora x u odnosu na sistem
{ea] @ € A}.

Teorem 5.3.6. (Besselova nejednakost)
Neka je {e., }icn prebrojiv podsistem ortonormiranog sistema
{en|a € A}. Tada vrijedi nejednakost

o
>lr
i=1

Dokaz : Neka je {e,, };en prebrojiv podsistem ortonormiranog sis-
tema {e,|a € A}, to je i on sam ortonormiran sistem pa su sada
zo, = (z,e,,) Fourierovi koeficijenti vektora = u odnosu na sistem
{€a, }ien. Posmatrajmo sada razliku

n
T — E To,; Co-
i=1

Za proizvoljno n € N vrijedi

n
Hx— E Lo, Ca;
i=1

L < )

2
> 0.
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Dalje je

n n
0 < (:c — Zxaieai, T — Zxaie%)
i=1 i=1
n n n n
= ('Tv x) - Z.T—ai(l’, eQi) - Zxai(eawx) + Zxai Zx—ai(eaw eaj)
i=1 =1 =1 7=1

n n n

= |l2ll* =) T o, = > Ta, Ty + Y Ta, Ty
=1 =1 =1
n

= Jal* =) lza,

i=1

2

)

iz cega onda imamo

L e

n
2 e,
i=1

Pustimo li u posljednjoj nejednakosti da n — oo, dobijamo

[S)
>l
=1

Sto je i trebalo dokazati. &

L < e,

Teorem 5.3.7. Za svaki vektor iz H najviSe prebrojivo mnogo Fourierovih
koeficijenata tog vektora moze biti razlicito od O.

Dokaz : Neka je x € H proizvoljan, tada za njega vrijedi Besselova
nejednakost
>l
i=1

pa imamo samo konac¢no mnogo Fourierovih koeficijenata vektora
z kod kojih je modul vec¢i od +. Neka je [, skup svih Fourier-
ovih koeficijenata vektora = koji su razliciti od O, a F,, skup svih
Fourierovih koeficijenata vektora = kod kojih je modul veci od 1,

tada je
Fy=|JF.
n=1

Kako su svi F,, konacni, to je Fj najviSe prebrojiv kao prebrojiva
unija konacnih skupova. &

£ < )
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Iako znamo da je najvise prebrojivo mnogo Fourierovih koefici-
jenata z, vektora z u odnosu na ortornormiran sistem {e,|a € A}
razlicito od O, ipak ¢emo pisati

E Tala,

podrazumijevajuci prebrojivost.

Teorem 5.3.8. Neka je {e,| a € A} proizvoljan ortonormiran sistem

vektora u Hilbertovom prostoru H. Tada su sljedece turdnje ekviva-
lentne:

(a) Sistem {e,| a € A} je maksimalan ortonormiran sistem u H;

(b) (Vv € H) = Tata, Ta=(1,¢a);

acA

(© (Vz € H) |lal* =) |zal;

acA
(d) (Vx,y € H) (x,y) = Zxay_om Lo = (l',€a),ya = (y>6a)-
acA

Dokaz :

”(a) = (b)” Neka je z € H proizvoljan i z,,(i € N) Fourierovi koefici-
jenti vektora x u odnosu na {e,|a € A} koji su razli¢iti od O.
Tada je na osnovu Besselove nejednakosti

00
>l
i=1

L < el

iiz

2

Y

2. ||604i

o0 o0
S lza 1= Jaa,
=1 =1

imamo da vrijedi

o0
Z ||’I04i " Cay

1=1

o0
2= Z [Za; - €a
i=1

2 < ||x||2 < +00.

Dakle, red

2

[e.e]
Z [T a; - €q
i=1
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konvergira, pa prema Teoremu 5.3.5 konvergira i red

[e.e]
E To,Ca,-
i=1

Neka je suma tog reda

o0
T = E Ta;Coy -
i=1

Tada vrijedi
n
E Ta;€a; = T (N — 00),
i=1

a mnozeci ovo skalarno sa proizvoljnim y € H, imamo

Zxaz Cass V) (Zx%eaz,y) — (@.y) (n—o0),
tj.

Zxai(eau y) = (T,y) .

Stavimo li da je y = e,; dobijamo
ZL’ 6O‘J Zxa 604276% xOéjHeOle = Loy ] eN.

Osim toga za a # «; (j € N) vrijedi (7,e,) =0. Kakoizaz € H
vrijedi (z,e,) =02za a # a; (j €N), to je
(x —T,eq) =0 (Va € A).

S obzirom da je {e,| « € A} maksimalan ortonormiran sistem
na osnovu (a), to imamo da je x — 7 = 0 tj. = = z. Sada vrijedi,

o
r= E Ta;€q;, OdNOSNO, T = E Tolq.

i=1 acA
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”(b) = (a)” Neka je 2/ € H takav da je za proizvoljan o € A, z/, =
7', e,) = 0. Na osnovu (b) imamo

/ / /
ng Tpa = x =0.

a€cA

Ovo znac¢i, na osnovu Teoreme 5.3.1, da je {e,| @ € A} maksi-
malan ortonormiran sistem u H.

”(b) = (¢)” Neka za proizvoljno = € H vrijedi

o0
T = E Tolo = E Ta,;Cay -
i=1

acA

Tada zbog neprekidnosti skalarnog produkta imamo

||£L’||2 = (z,z) = (Z xaieaﬂzxaieai) = Z |Za, ?
i=1 i=1 i=1
”(c) = (b)” Neka vrijedi

o
Izl =D lzal® = D l@ail?
1=1

acA

—0 (n— o0),

n
= JallP=) lza )
i=1

n

& H:E—Z T, Ca; (n — 00),
i=1

& x%Zxaieai (n — 00),

o
= xr = g Ty, Cop = E LaCo-
i=1

a€A

”(d) = (¢)” Neka vrijedi

(Vx,y € H) (z,y) Zxaya

acA

Stavimo li da je y = = dobijamo

(z,2) = ||z =) 2aTa = > _ |7al™

acA a€A
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”(b) = (d)” Neka vrijedi (b), tada
Vo,y €H) 2= Tafaiy=» Yala,

acA acA
odnosno
o0 o0
T = Zxaieai v Yy = Zyaiea”
i=1 =1
n n
& D oo, =T A Y Yaar =y (n— 00),
i=1 =1
n n
= (Zxaieamzyaieai> - (x,y) (n_> 00)7
=1 =1
n
= Zx%yiﬂéiH ('Tay) (HHOO),
i=1
o0
= (x>y)zzxairmzzxay:'
i=1 acA

&

Teorem 5.3.9. Svaka dva maksimalna ortonormirana sistema u
Hilbertovom prosrtoru H imaju iste kardinalne brojeve.

Dokaz : Neka su {e,| o € A} i {fs] § € B} dva maksimalna
ortonormirana sistema. Ako je H konacno dimenzionalan onda
je ovo tvrdjenje poznato iz linearne algebre.

Pretpostavimo zato da je H beskonacne dimenzije. Fiksirajmo
a € A i pridruzimo mu B, = {# € B|(ea, f3) # 0}. S obzirom da
u ) .. T.€, ima najvise prebrojivo mnogo ¢lanova razli¢itih od 0,
to je B, najvise prebrojiv. Dakle, za svaki o € A B, je konacan ili
prebrojiv. Tada je

B =] B..

acA
Naime, ako bi postojao 5, € B takav da 3, ¢ B, niti za jedno a € A,
onda bi imali da je (e,, f3,) = 0 za svaki o € A.
Odavde sada, zbog maksimalnosti sistema {¢,| « € A}, imamo da je
fs, = 0 Sto povlaci da je || fz,|| = 0. Ovo je nemoguce jer je {fs| 3 € B}
normiran sistem. Dakle,

B=|JBs = k(B)<) k(B.) SR> 1=y k(A) = k(A).

a€A acA acA
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Analognim postupkom se pokazuje da vrijedi k(A) < k(B), pa na
osnovu Cantor-Bernsteinove teoreme akljucujemo

k(A) = k(B) ,

tj. vrijedi tvrdjenje teoreme. &

Definicija 5.3.4. Kardinalni broj bilo kojeg maksimalnog ortonormi-
ranog sistema{e,| a € A} u Hilbertovom prostoru H nazivamo topoloSkom
dimenzijom prostora H, a skup {e,| « € A}, nazivamo ortonormirana
(topoloska) baza prostora H.

Ostaje joS da vidimo da li linearni fukcionali na Hilbertovim
prostorima imaju neku odredjenu formu. Naime, neka je H Hilber-
tov prostor i neka je y € H proizvoljan fiksan vektor. Tada je
ocCigledno sa

f(x) = (z,9), (5.28)

definisan linearan funkcional na H, na osnovu aksioma skalarnog
produkta. Osim toga, na osnovu nejednakosti Cauchy-Schwarz-
Bunjakovskog imamo

[F @) = (9] < l=[lllyll

iz cega zakljuCujemo da je f ograni¢en funkcional, Sta viSe ||f|| <
[yl

Dakle, za fiksno y € H, jednakost (5.28) opisuje jednu klasu
ogranicenih linearnih funkcionala na H. Kao Sto ¢emo vidjeti iz
daljeg, ograniceni linearni funkcionali na Hilbertovom prostoru i
nemogu biti drugacije forme, naime vrijedi

Teorem 5.3.10. Za proizvoljan ogranicen linearan funkcional f na
Hilbertovom prostoru H, postoji jednoznacno odredjen element y €
H, takav da je za proizvoljno ©» € H jednakos$¢éu (5.28) definisan
funkcional f i pri tome vrijedi ||f|| = ||y]|-

Dokaz : Neka je H Hilbertov prostori f € H*. Oznacimo
Hy = ker(f)={xz € H| f(x) =0} .

Na osnovu linearnosti i neprekidnosti funkcionala f, H, je potpros-
tor od H. Ako je Hy, = H, jasno da mozemo izabrati da je y = 0. Zato
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pretpostavimo da je Hy, # H, i neka je y ¢ H, proizvoljan. Na osnovu
Teorema 5.2.6, postoje jedinstveni y' € Hy i y” L H,, takvi da je

y=y+y".
Kako y ¢ Hy, mora biti ¢y’ # 0, a osim toga onda vrijedi i f(y”) # 0.
Bez umanjenja opStosti pretpostavimo da je f(y”) = 1. Neka je sda
x € H proizvoljan i neka je f(z) = a. Oznacimo sa 2’ = = — ay”. Tada
imamo
f@) =fle—ay’) = flz) —af(y) =a—a=0,
te dakle 2’ € H,. Dalje onda imamo
(.T, y//) — (.’,U/ _'_ Oéy//, y//) — (x/’ y//) _'_ a(y//’ y//) — OK(y//7 y//) )
Zbog uvedenog, sada imamo da vrijedi

fa) = a = (z,y") _ (x y" ) ‘

vy ", y")
Stavljajuci da je y = ﬁ zakljuCcujemo da za proizvoljno » € H,
posmatrani funkcional ima vrijednost
f(x) = (z,9),

Cime je egzistencija postojeceg y € H utvrdjena.

Ako pretpostavimo da postoji i y; € H, takav da za proizvoljno
x € H vrijedi

(x,y) = (l‘,yl) )

to bi znacilo da je (z,y —v1) =0, tj. y—y; L H, a Sto je moguce samo
ako je y = y.

Vec¢ smo pokazali da na osnovu nejednakosti Cauchy-Schwarz-
Bunjakovskog vrijedi ||f|| < ||y||. Iz definicije norme funkcionala

imamo
HfIIZf(—y )= B:9) _ 1,
i) = Tl

pa vrijedi || f]| = [|y[|. &

Ovom teoremom joS jednom mozemo opravdati ranije uvedenu
reprezentaciju ogranic¢enih linearnih funkcionala na prostoru L,(2),

f(2) = (z.y) = / (gDt , vy € La(9)

Q
i na postoru I,

F@) = @y) =S 2, 2y €la.

neN

138



Literatura

[1] S. Aljanci¢: Uvod u realnu i funkcionalnu analizu, Beograd
1979.

[2] P. Alexandroff, H. Hopf: Topologie, Berlin, 1935.
[3] Dj. Kurepa : Teorija skupova, Skolska knjiga, Zagreb, 1951

[4] A.N. Kolmogorov , S.V. Fomin : Elements of the Theory of Func-
tions and Functional Analysis, Volume 1 Metric and normed
spaces, Rochester N. Y. , 1957

[5] L.B. Kantorovi¢ , G.P. Akilov : Funkcionaljnij analjiz, Moskva,
1977

[6] B. Stankovi¢ : Osnovi funkcionalne analize, Nauc¢na knjiga,
Beograd, 1975

139



